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1 Inleiding

In tegenstelling tot de klassieke mechanica zijn in de kwantummechanica niet
per definitie alle energiewaarden geoorloofd. Op atomair niveau komt het vaak
voor dat deeltjes, zoals een elektron in een atoom, discrete energiewaarden
hebben.

In de kwantummechanica kunnen we het spectrum, ofwel de mogelijke energie-
waarden, van een deeltje berekenen met behulp van de Schrodingervergelijking.
In feite stelt deze vergelijking de niet onbekende voorwaarde op de toestands-
vergelijking van een deeltje dat de totale energie van het deeltje de som is van
de kinetische energie en de potentiéle energie.

In deze Bachelorscriptie zal ik van verschillende kwantumoperatoren, ofwel bij
verschillende potentialen, de mogelijke energiewaarden bepalen. Ik zal hierbij
alleen naar tijdsonafhankelijke problemen kijken. We zullen beginnen met het
definiéren van de Schrodingervergelijking, dit is de vergelijking die steeds moet
worden opgelost om de energie spectra te kunnen bepalen, en we zullen de
voorwaarden bekijken waar een oplossing van de Schridingervergelijking in het
algemeen aan moet voldoen. Vervolgens zullen we in hoofdstuk 2 de spectra
van een viertal voorbeelden bekijken. Zijn de spectra bijvoorbeeld continu of
discreet en hebben de operatoren een eindig of oneindig spectrum? Deze vragen
zullen in hoofdstuk 2 beantwoord worden, maar er zal nog geen wiskundige
afleiding worden gegeven om deze antwoorden ook te bewijzen. In hoofdstuk 3
zal er vervolgens een wiskundig frame opgezet worden en zullen de verschillende
eigenschappen van de kwantumoperatoren behandeld worden. Ook zullen we
de WKB benadering behandelen, deze methode kunnen we gebruiken om de
spectra die moeilijk exact uit te rekenen zijn te benaderen. Aan het eind van
hoofdstuk 3 zullen we dan in staat zijn om de spectra van de voorbeelden die
we in hoofdstuk 2 al gegeven hadden, ook daadwerkelijk wiskundig af te leiden.

1.1 De Schrodingervergelijking

De tijdsonafhankelijke Schrodingervergelijking wordt gegeven door:

2

(-5 + V@) 610 = Bo(3 )
m

¥ (7) is hierbij de continue toestandsfunctie van het deeltje waar we naar kijken.

Verder geldt A = %, waarbij h de constante van Planck is. m is de massa van

het deeltje, V(7) is de potentiaal en E is een constante die overeenkomt met de

energiewaarde van het deeltje.

De kwantummechanica legt nog een hele belangrijke voorwaarde op de bewe-
gingsvergelijking v en dat is dat moet gelden: v € L2. Hierbij is L? de ver-
zameling van meetbare functies f : X — C zodat [ |f|?dF < oco. Dit heeft
te maken met de waarschijnlijkheid dat we het deeltje op een bepaalde plaats



zullen aantreffen. De waarschijnlijkheid dat een deeltje wordt gevonden tussen
7 en 7+ dif wordt namelijk gegeven door: |¢(7)|2di en dus moet gelden:

| wwpar=1 @)

—00
ofwel ¢ € L2.

We kunnen nu de Schrodingervergelijking, die voldoet aan zowel (1) als (2)
schrijven als: Hy(7) = Evy(r) met H = —%V2+V(F) een lineaire differentiaal
operator, ook wel de Hamiltoniaan genoemd, met: H : D(H) C L? — L2
waarbij D(H) het domein van H is. In paragraaf 3.3 zullen we laten zien dat
het gewenste domein waar we mee willen werken de Solobev ruimte is.

Als een functie ¢(7) € D(H) aan zowel vergelijking (1) als (2) voldoet, dan
noemen we () ook wel een eigenfunctie van H. De bijbehorende E-waarden
zijn dan eigenwaarden van H. De verzameling van alle eigenwaarden van H
noemen we het discrete spectrum van H. Het gehele spectrum van H is echter
gedefinieerd als alle waarden E waarvoor de operator (H — IE), met I de
identiteitsoperator, niet inverteerbaar is. Als E een eigenwaarde van H is dan
heeft (H — I E) een kern en is daarom niet inverteerbaar. Maar het kan ook zijn
dat (H — IFE) niet inverteerbaar is omdat (H — I F) bijvoorbeeld wel injectief
is, maar niet surjectief en als dit het geval is zeggen we dat F tot het continue
spectrum van H behoort. Het gehele spectrum is de vereniging van het discrete
spectrum én het continue spectrum. Zie voor meer informatie hierover ook [2].



2 Voorbeelden

In dit hoofdstuk zullen we bij verschillende voorbeelden uit de kwantummecha-
nica het spectrum van de bijbehorende Hamiltoniaan H : D(H) C L? — L?
met Hy = (—%VZ + V(F)) 1 geven. Aan het eind van hoofdstuk 3 zullen we
deze spectra berekenen met behulp van het wiskundig frame dat we in het begin
van hoodstuk 3 zullen opzetten. Naar aanleiding hiervan zullen we vervolgens
eventuele verschillen in resultaat bespreken. De resultaten die in dit hoofdstuk
gegeven worden komen uit [1] en in dit boek is ook meer informatie over deze
resultaten.

2.1 De oneindige potentiaalput

We beschouwen het probleem van de oneindige potentiaalput als een 1-dimensionaal
probleem. Laat x € R. De potentiaal V' (z) behorende bij deze potentiaalput
wordt gegeven door:

0 0<z<a
Viz) = { 00 anders 3)
Hierdoor geldt buiten de put ¢(z) = 0. Binnen de put waar V(x) = 0 geldt:
n? d>
H =——— 4
U(a) = — 50 (@) Q)

Als we nu de volgende randvoorwaarden stellen, hoeven we ons alleen te richten
op wat er binnen de potentiaalput gebeurt en kunnen we alles wat hier buiten
valt nalaten. Zie hiervoor [4].

$(0) = ¢(a) =0 (5)

Het spectrum behorende bij de rechthoekige potentiaalput is een oneindig dis-
creet spectrum.

De orthonormale basis van eigenfuncties wordt gegeven door:

2 2mkE
U (z) = \/>sin kpx, met k, = % €eR (6)
a
Bij deze eigenfuncties horen de eigenwaarden:
2,222
nmh
E, = a2 met n=1,2,3,... (7)

2.2 Het vrije deeltje

We beschouwen het vrije deeltje als een 1-dimensionaal probleem. Zeg = € R.
Bij dit probleem hoort de volgende potentiaal:

V(z)=0 (8)



ofwel er is geen potentiéle energie en dus:

2 2
How) =~ () )

Dit is dezelfde operator als we eerder bij de oneindige potentiaalput zagen,
alleen is de enige randvoorwaarde bij dit probleem: v € L?(R). Het spectrum
van het vrije deeltje is een continu spectrum met £ > 0.

2.3 De harmonische oscillator

We beschouwen het probleem van de harmonische oscillator als een 1-dimensionaal
probleem. Zeg x € R. De potentiaal behorende bij dit probleem wordt gegeven
door:

V(z) = %mme‘Q (10)

Hierbij is m weer de massa van het deeltje waar we naar kijken en w is de
hoekfrequentie van de oscillatie. Bij dit probleem hebben we dus te maken met
de volgende operator:

Hy(z) = <_x + —mwx ) Y(x) (11)
Het spectrum van deze operator is een oneindig discreet spectrum.

De orthonormale basis van eigenfuncties wordt gegeven door:

met H,, de n® Hermite polynoom. De hierbij behorende eigenwaarden zijn:

1
En:<2+n>hw met n=0,1,2,... (13)

2.4 Het waterstofatoom

We beschouwen het voorbeeld van het waterstofatoom als een 3-dimensionaal
probleem. Het waterstofatoom bestaat uit een proton en een elektron waartus-
sen een wisselwerking bestaat door middel van de Coulombkracht. We nemen
aan dat het proton oneidig zwaar is, zodat deze niet beweegt en we plaatsen
het proton in de oorsprong van het codrdinatenstelsel. Ook nemen we aan dat
het elektron een puntlading is. De Coulombkracht is sferisch symmetrisch en
enkel athankelijk van de afstand tot de oorsprong. We kunnen hier gebruik
maken van scheiding van variabelen en werken met de radiale vorm van de
Schrodingervergelijking. De radiale vorm van de Schrédingervergelijking wordt
gegeven door:

@ (& ey
dr? r2

) wat(r) + V (ryuma(r) = Bung(r) (14)

2m



waarbij wu,;(r) = 7Ry (r) met Ry (r) het radiale deel van de golffunctie, I het
nevenkwantumgetal en n het hoofdkwantumgetal. Voor de gehele golffunctie
geldt: Vi (1,0, 0) = Ry(r)Y,"(0,¢), waarbij Y;"(6,¢) ookwel de bolfuntie
genoemd wordt en m het zogenaamde magnetisch kwantumgetal is. De Cou-
lombkracht wordt gegeven door:

e? 1
V(r)=-— — 15
(r) dmeg r (15)
De operator waarvan we het spectrum bepalen wordt dus gegeven door:
R (d® 1(1+1) e? 1
Hunl(r):_% <dTQ— 2 )unl(r)+_%runl(r) (16)

Het waterstofatoom heeft zowel een oneindig negatief discreet spectrum als een
oneindig positief continu spectrum. Voor E > 0 is een elektron niet langer
gebonden aan het waterstofatoom. Het elektron gedraagt zich dan als een vrij
deeltje en heeft dus een continu spectrum met £ > 0. Behorende bij het discrete
spectrum wordt de orthonormale basis van eigenfuncties gegeven door:

Unim (1, 00) = \/(;)3 Wer/na (Z>1Lil+lll (ZZ) Yzm(9,¢()17)

waarbij
_ d\"
L) = 17 (1) Late) (18)
en Ly(z) de ¢° Laguerre polynoom, gegeven door

L—g(x)=¢" (;;)q (e7*29) (19)

De corresponderende eigenwaarden zijn:

m e2 \?| 1
E,=—|—|— — t =1,2,3,... 20
. [W#(Mm) L met m=123 (20)



3 De analyse van lineaire differentiaal operatoren

Om het spectrum van een operator te bepalen, wordt gebruik gemaakt van de
zogenaamde spectraaltheorie. Deze theorie is in eerste instantie gedefinieerd
voor begrensde operatoren. Lineaire differentiaal operatoren zijn echter niet
perse begrensd en dit levert dus een probleem bij het bepalen van het spectrum
van een lineaire differentiaal operator.

Hoewel de differentiaal operatoren niet begrensd zijn, kunnen ze wel geslo-
ten zijn. Dit is een zwakkere vorm van begrensdheid en zal in paragraaf 3.2
besproken worden. De inverse van een gesloten operator is wel begrensd en dus
zullen we de inverse van de differentiaal operator begruiken om de eigenschap-
pen van de onbegrensde operator te bestuderen. Zo zullen we bijvoorbeeld zien
dat wanneer deze inverse een compacte en zelfgeadjungeerde operator is, dat de
differentiaal operator een volledige orthonormale verzameling van eigenfuncties
heeft, ofwel dat het spectrum van de differentiaal operator dan discreet is.

De inverse van een lineaire differentiaal operator is een integraal operator,
waarvan we de kern de Greense functie van de differentiaal operator noemen.
Gerelateerd aan de Greense functies kunnen we differentiaalvergelijkingen ook
oplossen met behulp van de methode van variatie van constanten. Deze methode
zullen we bespreken in paragraaf 3.9 en we zullen laten zien hoe dit aan de
Greense functie gerelateerd is.

FEen verschil tussen begrensde en onbegrensde operatoren is dat onbegrensde
operatoren niet gedefinieerd kunnen zijn op de hele ruimte. Wanneer we een
onbegrensde operator definiéren, moeten we dus ook rekening houden met het
domein van deze operator. De definitie van een onbegrensde lineaire operator:

A:DA)CX Y (21)

Met X, Y genormeerde lineaire ruimtes.

Voorbeeld. Voor de differentiaal operator —V?2 op L?([0,a]) met randvoor-
waarden u(0) = u(a) = 0 vinden we: D(—V?) = {u € H?((0,a)) | u(0) =
u(a) = 0}. Hier is H%((0,a)) de Solobev ruimte van functies waarvan de zwak-
ke afgeleiden van graad kleiner of gelijk aan 2 tot L?([0,a]) behoren. Over
zwakke afgeleiden de Sobolev ruimte zullen we het later uitgebreider hebben.

3.1 Zelfgeadjungeerde differentiaal operatoren

In deze paragraaf zullen we de geadjungeerden van differentiaal operatoren be-
studeren die aan gestelde randvoorwaarden voldoen. Door de moeilijkheids-
graad van hogere orde differentiaalvergelijkingen en de relevantie met de kwan-
tummechanica zullen we naar differentiaal operatoren kijken van orde 2. We
bestuderen dus randvoorwaarden problemen in de vorm:

Au=bu" +cu' +du, Bu=0 (22)



met Bu = 0 de verzameling randvoorwaarden, b € C*(R), ¢ € C}(R), d € C(R)
en b(z) # 0 op R.

Definitie. Laat H een Hilbert ruimte zijn. De geadjungeerde van operator
A:D(A) C H— H,is de operator A*: D(A*) C H — H met

D(A*) ={y € H |3z € H zodat Vo € D(A) geldt (Az,y) = (z,2)}. (23)

Als geldt dat y € D(A*) dan definiéren we A*y = z, met z een uniek element
zodat (Az,y) = (x, 2).

Definitie. Een operator A : D(A) C H — H is zelfgeadjungeerd wanneer
A* = A.

Stelling 3.1.1. Stel we hebben een tweede-orde differentiaal operator A zoals
gedefinieerd in vergelijking (22), waarbij A : D(A) C L?[0,a] — L?[0,a] met
D(A) = {u € C?[0,a] | u(0) = u(a) = 0}. Laat (.,.) het standaard inproduct
op L? zijn. Definieer A* : D(A*) C L?[0,a] — L?[0,a], met D(A*) = {v €
C?[0,a]} door A*v = bv" — &' + dv. Dan krijgen we voor alle u,v € C%([0,a]) :
(v, Au) — (A*v,u) = [b(vu' — V'u)] + (¢ — b')vul.

Bewijs. Dit resultaat wordt verkregen door tweemaal partieel te integreren:
a
(v, Au) = / o (bu" + cu' + du) dx
0 a
= [bou’ + cﬁu}g + /0 (—(b0)'u' = (cv)'u + dou) dx

a

= [bou’ + cvu — (av)'u], +/0 ((bv)" — (ev) + dv)udzx

= [b(vu’ — v'u)] + (c — b/)@u]g + (A%, u) (24)

Dit is het gewenste resultaat.

A* is nu de zelfgeadjungeerde van A als we de randvoorwaarden zo kiezen dat
(v, Au) — (A*v,u) = 0, want dan geldt dat A = A* Ofwel we willen dat voor v €
C?(]0,a]) geldt dat B*v = 0 dan en slechts dan als [b(vu/ — v'u)] + (¢ — ¥ )vu)d = 0
Vu zodat Bu = 0.

Voorbeeld. We kijken naar de operator —V?2 op L%([0,a]). Alsv € D((—=V?)*),
dan is er een w € L%([0, a]) zodat:
(—=u",v) = (u,w) Yu € D(=V?) (25)

Aangezien C*° C D(—V?) volgt het uit definitie van de weak derivative dat
v € D((=V?*) en w = —v", Ofwel —V? = (—=V?)* op L%([0,a]). Vervolgens
moeten we nog naar het domein van de operatoren kijken. We vinden, gebruik



makend van de stelling van Green: (v, Du) — (D*v,u) = [vu'—v'u]g. We hebben
weer de Dirichlet randvoorwaarden: «(0) = u(a) = 0. Dus [ov/ — v'u]§ =
v(a)u'(a) — v(0)u'(0). En deze uitdrukking is gelijk aan 0 dan en slechts dan
als v(0) = v(a) = 0 en dus geldt D((—V?)*) = D(-V?). Hiermee is bewezen
dat —V? zelfgeadjungeerd is op D(—V?) = {u € H?((0,a))|u(0) = u(a) = 0}.

3.2 Gesloten operatoren

Een lineaire operator is begrensd dan en slechts dan als deze ook continu is
[3]. Onbegrensde operatoren zoals differentiaal operatoren zijn dus niet continu,
maar deze operatoren kunnen wel gesloten zijn. In de in deze paragraaf gegeven
definities van continue en gesloten operatoren kunnen we zien dat het verschil
tussen gesloten en continu is dat Ax, — y € Y vanzelfsprekend is bij een
continue operator, maar als voorwaarde moet worden gegeven bij een gesloten
operator. Geslotenheid is dus een zwakkere vorm van continuiteit.

Definitie. Een operator A : X — Y is continu als voor elke rij {z,} in X met
Ty, — 2 € X, geldt dat Az, — Az €Y.

Voorbeeld. De differentiaaloperator V : D(V) C L?([0,1])) — L2([0,1]) is
niet continu. Het limiet van een rij continue functies hoeft namelijk niet continu
te zijn. We nemen als voorbeeld de rij {2} met x € [0,1] en 2" — f(z). Als
n — oo dan verkrijgen we de limiet functie:

0 0<x<«1

fa =7 0=s] (26)

Het mag duidelijk zijn dat f(z) ¢ D(V) en dus is de operator V : D(V) C
L%(]0,1])) — L?(]0,1]) niet continu.

Definitie. Een operator A: D(A) C X — Y is gesloten als voor elke rij {z,}
in D(A) met z,, - € X en Az, >y €Y, geldt dat x € D(A) en Az = y.

In paragraaf 3.3 wordt bewezen dat differentiaal operatoren wel gesloten
kunnen zijn. We laten hier eerst zien dat wanneer een operator A : D(A) C
X — Y gesloten is, dat de bijbehorende inverse begrensd is. Voordat we dit
echter kunnen bewijzen hebben we eerst wat voorbereiding nodig. Hierbij heb
ik voornamelijk gebruik gemaakt van [11].

Definitie. Een open bal B(r,zp) in een metrische ruimte X met metriek d is
gedefinieerd als B(r,z¢) = {z € X : d(x,x0) < r}.

Stelling 3.2.1. (Stelling van Baire) Laat X een volledige metrische ruimte zijn
en {U,}5° een rij open dichte deelverzamelingen van X. Dan is N°U,, dicht in

X



Bewijs. We willen bewijzen dat als we een niet-lege open verzameling W
hebben, dat WNN°U, niet leeg is. Aangezien WNUj niet-leeg en open is, bevat
de verzameling een open bal B(rg,zg). We mogen aannemen dat 0 < ro < 1.
Voor n > 0 kiezen we z, € X en r, € (0,00) inductief als volgt: Als we z;
en r; hebben gekozen voor j < n, dan weten we dat U, N B(rp—1,%,—1) open
en niet-leeg is en dus kunnen we x, en r, zo kiezen dat 0 < 7, < 27" en
B(rp,xy,) C U, N B(rp—1,Tn—1). Dan geldt dat als n,m > N, dat z,,z,, €
B(ry,zn) en omdat r, — 0 is {z,} een Cauchy rij. Omdat X volledig is
bestaat het limiet x,, — = € X. Aangezien z,, € B(ry,zy) als n > N hebben
we nu: z € B(ry,zn) C Uy N B(r1,21) C Uy N W voor alle N. En dus is de
stelling bewezen.

Een gevolg van de stelling van Baire is de volgende stelling:

Stelling 3.2.2. Laat X een volledige metrische ruimte zign, dan is X niet te
schrijven als een aftelbare verzameling van nergens dichte verzamelingen.

Bewijs. Stel {A,} is een rij nergens dichte deelverzamelingen van X. Dan is
{(E,)¢} een r1ij open dichte verzamelingen. In stelling 3.2.1 hebben we al gezien
dat nu geldt: N(E,)¢ # @. En dus hebben we UE,, C UE,, # X.

Als X en Y topologische ruimtes zijn, dan noemen we een afbeelding 7' :
X — Y open als voor alle open verzamelingen U € X geldt dat dan ook
T(U) € Y open is. Als X en Y metrische ruimtes zijn betekent dit dat voor
elke open bal B(r,zg) C X, T(B(r,z9) C Y een open bal B(s,T(z¢)) bevat.
Als nu X en Y genormeerde ruimtes zijn en 7" een lineaire transformatie, dan is
T open als dan en slechts dan als T'(B(1,0)) een open bal rond het punt 0 € Y
bevat.

Stelling 3.2.3. Laat X enY Banachruimtes zijn. AlsT een surjectieve lineaire
transformatie van X naarY is, dan is T open.

Bewijs. Laat B, de open bal rond het punt 0 € X zijn met straal r. We
willen nu dus laten zien dat T'(Bj) een open bal bevat rond het punt 0 € Y.
Aangezien X = U2, B, en T surjectief is, weten we dat Y = U | T(By,). Y is
een volledige ruimte en de afbeelding y — ny is een homeomorfisme dat T'(Bj)
op T(B,,) atbeeldt. We weten nu uit stelling 3.2.2 dat er een yp € Y eneen s > 0
moeten bestaan zodat de open bal B(4s, 1) in T'(B;) bevat is. Kies nu een y; =
T(z1) € T(B1) zodat ||ly1 — yo|| < 2s. Dan geldt dat B(2s,y1) C B(4s,y0) C
T(B1). En dus wanneer ||y|| < 2s: y =T (z1)+ (y—y1) € T(z1 + B1) C T(Ba).
Als we nu beide kanten van deze vergelijking door 2 delen, zien we dat er een
s > 0 bestaat zodat als ||y|| < s dat y € T(B1). Maar wat we nu nog moeten
aantonen is dat dan ook geldt dat y € T'(By). We weten dat als ||y|| < s27"
dat y € T(Bg-»). Stel nu dat we hebben dat ||y|| < s/2, dan kunnen we een
r1 € Byjy vinden zodat ||y — T'(z1)[| < s/4, en zo kunnen we voor elke n een
Tn € By-n vinden zodat |ly — >, T(x;)|| < s27"=1 Aangezien X volledig

10



is, weten we dat de rij 7, @, convergeert. Zeg x, — x. Maar dan geldt:
l|lz|| < >p2127" =1eny = T(x). Ofwel we weten nu dat T'(B;) alle punten
y met ||y|| < s/2 bevat. En dus is de stelling bewezen.

Dit betekent dat als T een bijectieve lineaire transformatie is, dat 7! ook een
lineaire transformatie is. De continuiteit van T~ is namelijk equivalent aan de
openheid van T.

Nu zijn we klaar om te bewijzen dat wanneer een operator A : D(A) C
X — Y gesloten is, dat de bijbehorende inverse begrensd is. Dit doen we aan
de hand van het boek [5].

Definitie. De graaf I'(A) van een operator A : D(A) C X — Y is de deelver-
zameling van X X Y gedefinieerd door:

I'(A) = {(z,y)|z € D(A) en y = Az} (27)

Stelling 3.2.4. (Gesloten grafiek stelling). Laat X en'Y Banach ruimtes zijn
en A een gesloten lineaire transformatie van X naarY, dan is A begrensd.

Bewijs. Definieer M en N als de projecties van I'(A) naar X en Y, respectie-
velijk. In andere woorden: M (x, Ax) = x en N(x, Ax) = Azx. Beide projecties
zijn lineaire transformaties. Aangezien X en Y volledige ruimtes zijn, is X x Y
ook volledig en dus is T'(A) ook volledig, want A is gesloten. De afbeelding M
is een bijectie van T'(A) naar X en dus is M ! begrensd. Dit volgt uit stelling
3.2.3. Maar dit betekent dat A = N o M1 ook begrensd is.

Merk op dat elke begrensde operator gesloten is. En elke gesloten operator
met D(A) = X is begrensd, maar er zijn vele gesloten operatoren met D(A) #
X.

Definitie. Als de operator A : D(A) C X — Y bijectief is, dan definiéren
we de inverse operator A~ : Y — X door A~'y = z dan en slechts dan als
Ax =y.

Stelling 3.2.5. Als X,Y Banach ruimtes zijn en A: D(A) C X — Y is een
gesloten lineaire operator met R(A) =Y en N(A) = {0}, dan A~! € B(Y, X).

Bewijs. Wanneer we de norm op X gebruiken is D(A) een genormeerde vec-
torruimte. Wanneer A echter niet begrensd is, is D(A) onder deze norm geen
volledige ruimte. We kiezen daarom een andere norm:

zlla = ||| + [[Az]] (28)

Onder deze norm is D(A) wel een volledige ruimte. Als {x,} een Cauchy rij
in D(A) is dan is {x,} een Cauchy rij in X en {Axz,} een Cauchy rij in Y.
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Dus bestaan er x € X en y € Y zodat x, — x en Az, — y. Aangezien A
gesloten is geldt nu x € D(A) en Ax = y. Ofwel ||z, — z||a4 — 0. Wanneer we
nu de operator A beschouwen van de Banach ruimte D(A) (met de hierboven
gedefinieerde norm) naar Y, vinden we: A € B(D(A),Y), aangezien:

|| Az][ < ||| (29)

A € B(D(A),Y) is bijectief en dus inverteerbaar. A7!: D(A™1) =Y — D(A)
en dus is T'(A~!) gesloten. Nu kunnen we de closed graph theorem toepassen
en vinden we A~! € B(Y, D(A)).

3.3 Zwakke afgeleiden

We hebben het tot nu toe bijna alleen nog maar over differentiaal operatoren
gehad die werken op continu differentieerbare functies. Deze operatoren hoeven
echter niet te voldoen aan een aantal belangrijke eigenschappen, zoals gesloten-
heid. Om operatoren te verkrijgen die wel over deze belangrijke eigenschappen
beschikken, moeten we het domein van de ’klassieke’ differentiatie uitbreiden
met functies waarvan de zwakke afgeleide tot L? behoort. In deze paragraaf
zullen de zwakke L2-afgeleide kort introduceren.

Definitie. De functie u € L?(R) heeft een zwakke afgeleide v = v/ € L?(R) als
Vx € CX(R) geldt:
(u(z), X' (2)) = —(v(@), x(x)) (30)

De Solobev ruimte H*(R) is als volgt gedefinieerd:
H*R) = {u € L*(R)|u, o/, ...,u™ e L*(R)} (31)

met de volgende norm en inprodukt:
1/2
|ul| g = (/{W + P+ ]u(k)\Q}dx> (32)
R
(u,v)gr = /{Tw + @'V 4 ...+ aP o™} dx (33)
R

Voorbeeld. De differentiaal operator V : H'(R) C L*(R) — L?(R) is gesloten.
Stel namelijk dat u, — u en Vu, — v in L?(R). Dan hebben we Vy € C°(R):
(v,x) = Hm (up, x) = Hm —(un, X') = —(u, x) (34)

n—oo n—oo

Dus u € H'(R) en Vu = v en dus is V gesloten.

De geslotenheid van V impliceert dat H*(R) volledig is en dus een Hilbert
ruimte. Als {u,} een Cauchy rij in H* is, dan is {ug)} een Cauchy rij in L?
Vj < k. Aangezien L? volledig is, bestaan er functies v,v; € L? zodat u, — v
en ug) — v; als n +— oo. Omdat V gesloten is, volgt hieruit dat v; = vl9)
Vj < k zodat u, — v in H*.
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3.4 Greense functies

We beschouwen de operator A gegeven in vergelijking (22) met
Au = f,u(0) =u(a) =0 (35)

Met f : [0,a] — C een gegeven continue functie. We zoeken voor dit probleem
een oplossing in de vorm: u(x) = foa g(z,y) f(y)dy, Met g : [0,a] x [0,a] — C
een geschikte functie die we de Greense functie zullen noemen.

In deze paragraaf zullen we laten zien dat wanneer de operator A inverteer-
baar is, ofwel wanneer vergelijking (35) voor elke gegeven f een unieke oplossing
u heeft, de integraal operator R : H — D(A) gegeven door:

Rf(x) = /£a9<x,y)f<y>dy (36)

de inverse van operator A is.

Voordat we de definitie van de Greense functie geven zullen we eerst de
voorwaarden waaraan de functie g(z,y) moet voldoen om een geschikte func-
tie te zijn bekijken. We maken hiervoor gebruik van de d-functionaal. De
d-functionaal werkende op een testfunctie y fungeert als puntevaluatie en is als
volgt gedefinieerd:

(6, x) = / S(y)x(y)dy = x(x) (37)

Gegeven is dat geldt: Au(z) = f(z). De Greense functie moet dus voldoen aan

AmszAE@Mﬂm@:ﬂ@ (38)
ofwel

Ag(aj,y) = 5(33 - y) met g(o7y) = g(avy) =0. (39)

Gebruikmakend van deze voorwaarden kan de Greense functie gedefinieerd wor-
den. We gebruiken hier de definitie zoals gegeven in [10].

Definitie. Een functie g : [0,a] x [0,a] — C is een Greense functie voor
bovenstaand probleem, als deze aan de volgende voorwaarden voldoet:

1. g is continu op 0 < z,y < a, en twee keer continu differentieerbaar naar
zopl0<z<y<aenl<y<z<a

2. g voldoet aan de differentiaalvergelijking met betrekking to x en de rand-
voorwaarden.

3. De sprong in g, over de lijn # = y wordt gegeven door: g,(x%,z) —
g.(x7,z) = 1/b(x), waarbij de subscript x voor de partitiéle afgeleide
staat en g:):($+a T) = limy ., +9z(z,y) en gz (27, 2) = limy ., — (7, y)
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Stelling 3.4.1. Rf(x), zoals gegeven in vergelijking (36), is een oplossing van
probleem (35).

Bewijs. We hebben:

u(z) = /0 gl y) Fly)dy + / g, y) Fy)dy (40)

en aangezien g(x,y) en continue functie is krijgen we

du @

o f@)+ [ el i@y o i@+ [ oo
—/O gx(x,y)f(y)der/ 92(2,y) [ (y)dy (41)

Rekening houdend met de sprong over de x = y lijn en gebruik makend van het
feit dat g een oplossing is van de homogene vergelijking met f = 0, krijgen we

QU T a

% Zgz(%fz)f(fﬂ)Jr/O gm(x,y)f(y)dy—gx(x,ﬁ)f(x)+/ Gua(2,9) f(y)dy
1 d a a

= i (1@ =@ [“stwnsmar [ awgte o)

_L x—deU(x— T)ulx
~ i (1@ = @™~ dtau) ) (42)

~—

u(x) voldoet dus inderdaad aan de differentiaalvergelijking en voldoet ook aan
de randvoorwaarden aangezien g(x,y) zo gedefinieerd is.

3.5 Compacte operatoren

In deze paragraaf definiéren we compacte operatoren. Vervolgens geven we een
aantal stellingen die later van belang zullen zijn bij het onderzoek naar het
spectrum van differentiaal operatoren.

Definitie. Laat X,Y genormeerde ruimtes zijn. Een lineaire transformatie T
is compact wanneer voor elke begrensde rij {z,} in X, de rij {Tx,} in Y een
convergente deelrij bevat.

Stelling 3.5.1. Laat X,Y genormeerde ruimtes zijn en laat T een begrensde
operator van X naar Y zijn. AlsT een eindige rang heeft dan is T compact.

Bewijs. Aangezien T een eindige rang heeft is de ruimte R(T') een eindig
dimensionale genormeerde ruimte. Voor elke begrensde rij {z,} in X is de rij
{Tx,} begrensd in R(T), dus (Bolzano-Weierstrass Theorem) moet deze rij een
convergente deelrij bevatten. En dus is T' compact.
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Stelling 3.5.2. Laat X een genormeerde ruimte zijn en' Y een Banach ruimte.
Laat {T,,} een rij compacte operatoren zijn met T, : X — Y convergerend naar
een begrensde operator T : X — Y. Dan is de operator T' compact.

Bewijs. Laat {xp} een begrensde rij in X zijn met ||zgx||] < C. T} is een
compacte operator en dus heeft {zy} een deelrij, zeg {zr1}, zodat {T1xk1}
convergeert. Ook T3 is compact en dus heeft {zj;} een deelrij {xp2} zodat
{Tyxpa} convergeert. Als we zo verder gaan zien we dus dat er een deelrij
{@kn} bestaat van {zy 1)} zodat {T),xk,} convergeert. Laat z; = ;. De rij
{T),z;} convergeert dus wanneer i — oo voor elke T,,. We hebben dus:

1Tz — Zzl| < |[|Tzj — Tazjll + [|[Thzj — Tozill + [ Thzi — Tl
< QCHT - Tn|| + ||Tan - TnZiH- (43)

Ve > 0 kunnen we n zo groot nemen dat geldt:
20|17 - Tl < 5 (44)

En aangezien {7},z;} convergeert, kunnen we 4, j zogroot nemen dat:

€

HTan — TnZzH < 5

(45)
En dus is {T'z;} een Cauchy rij en aangezien Y een Banach ruimte is, vinden
we dus dat 1" een compacte operator is.

Merk op dat het in het algemeen niet zo is dat elke compacte operator een
limiet van operatoren van eindige rang is. In een Hilbert ruimte is dit wel zo.

3.6 Hilbert-Schmidt operatoren

In deze paragraaf wordt de Hilbert-Schmidt operator gedefinieerd en zullen we
bewijzen dat dit een compacte operator is. Dit is van belang omdat de Greense
functie ook een Hilbert-Schmidt operator is, en dus ook een compacte operator
is. In de volgende paragraaf zullen we bekijken welke belangrijke eigenschappen
compacte operatoren hebben, om het gebied van de spectraaltheorie.

Definitie. Laat {e,} met a € A een orthonormale basis in de Hilbert ruimte
H zijn. Een begrensde lineaire operator T is een Hilbert-Schmidt operator als
geldt:

7)) = £ IITeal P} < o0 (46)

a€cA

Voor het bewijs dat er voor elke Hilbert ruimte ook inderdaad een ortho-
normale basis gekozen kan worden verwijs ik graag naar [3].
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Stelling 3.6.1. Een Hilbert-Schmidt operator is compact.

Bewijs. Laat {e,} met o € A een orthonormale basis in de Hilbert ruimte H
zijn en T een Hilbert-Schmidt operator. Aangezien geldt:

7)) = £ ITealP}? < o0 (47)

acA

zijn er een aftelbaar aantal elementen |Te,|? ongelijk aan 0. Ook geldt dat voor
elke integer n een eindige deelverzameling A,, C A bestaat zodat

|
> liTeall < = (48)
af A

Laat voor elke n de lineaire operator T;, als volgt gedefinieerd zijn: T,e, = Teq
alsa € A, enTre, = 0als a € Ay,. Het bereik van T;, is nu eindig dimensionaal
en dus is T}, compact. Verder geldt:

1T = Tall> = Y |ITeal? <3 (49)
afA

endus: [T —T,| < ||T — T,|| < 1. Ofwel T is compact.

Voor de volgende stelling heb ik gebruik gemaakt van [3]. In dit boek is
voor de belangstellende ook meer te vinden over integraal operatoren.

Stelling 3.6.2. De operator R : L*(R) — L?(R) gedefinieerd door Rf(z) =
f;g(az, ) f(y)dy met [*_|g(x,y)|*dxdy < oo is een Hilbert-Schmidt operator.

Bewijs. Laat {e,} met a € A weer een orthonormale basis in de Hilbert ruimte
H. Voor elke x € [a,b] en a € A hebben we:

b
(Rea) (x) = / 9 9)eal)dy = (g2 %) (50)

Hierbij is €, de complex geconjungeerde van e,, De rij {€,} is dus ook een
orthonormale basis. En dus

Z HReaH2 Z/ ’ Gz, Ea ‘ dx

a€cA acA

/ Z’gxaea | dx

@ acA

- / lga1?ds < oo (51)

En dus is R een Hilbert-Schmidt operator.
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3.7 Het spectrum

Definitie. Laat K, H complexe Hilbert ruimtes zijn, laat I de identiteitsope-
rator zijn en A : D(A) C K — H. Het spectrum van A, aangegeven met o(A),
is als volgt gedefinieerd:

0(A) ={X € C: (A — Al) is niet inverteerbaar} (52)

Er zijn twee mogelijkheden waarom (A — AI) niet inverteerbaar zou kunnen
zijn. Ten eerst zou het kunnen zijn dat (A — A\I) een kern heeft. Als dit zo is
zeggen we dat A tot het discrete spectrum van A, o4(A), behoort. Of het kan
zijn dat de operator (A — AI') wel injectief is maar niet surjectief. In dat geval
zeggen we dat A tot het continue spectrum van A, o.(A4), behoort.

We zien dat de operator A alleen inverteerbaar is als A = 0 niet in het spectrum
van A voorkomt.

Definitie. Laat K, H complexe Hilbert ruimtes zijn en A : D(A) C K — H.
De resolvent verzameling van A, aangegeven met p(A), is als volgt gedefinieerd:

p(4) = C\o(4) (53)

Stelling 3.7.1. Laat H een complexe Hilbert ruimte zijn en A : D(A) C H —
H een zelfgeadjungeerde operator dan is het spectrum van A reéel.

Bewijs. Zeg Ar = Ax met x # 0. Er geldt:
Mz, z) = (z, Az) = (Az,x) = XNz, 2) (54)
ofwel A\=Xendus A € R

Stelling 3.7.2. Laat K een Hilbertruimte zijn, met T een compacte operator
op K. Dan geldt voor elke reéle t > 0 dat de verzameling van alle distincte
etgenwaarden A van T met A >t eindig is.

Bewijs. We stellen dat er een tp > 0 bestaat waarvoor er een oneindige rij
distincte eigenwaarden {\,} van T, met |A > to| voor alle n is. Laat {e,} een
willekeurige rij met corresponderende eenheidseigenvectoren zijn. We contrue-
ren nu, met behulp van inductie, een geordende rij van eenheidseigenvectoren
{yn}. Zeg {y1 = e1}. Voor k > 1 geldt dat de verzameling {e1,..., e} lineair
onafhankelijk is en dus is de verzameling My, = Sp{ey, ..., ex} k-dimensionaal en
gesloten. Elk element e € M}, kan geschreven worden als: e = aje; + - - -+ apeg.
We hebben nu:

(T — )\kI) e =ay (/\1 - /\k) e1+---+ag_1 ()\k,1 — )\k) €k—1 (55)

en dus geldt als e € My:
(T — AkI) e e Mp_4 (56)
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en dus ook:
Te e My (57)

Omdat Mj, een gesloten deelverzameling van My, 1 is en ongelijk aan My, 1, is
het orthogonaal complement van My ook een niet triviale deelverzameling van
My.1. Er bestaat dus een eenheidseigenvector yiy1 € Mgy zodat voor alle
e € My, geldt: (yx+1,e) =0 en ||yg+1 —e|| > 1. Dit proces herhalend stellen we
een geordende rij {y,} op. Met deze constructie van {y,} geldt nu voor alle m,
n € N met n > m,

||T?/n - TymH = ‘)‘n|||yn - )\T_Ll [_(T - )‘n)yn +Tym] || > |)‘n| > 1o (58)

aangezien — (1" — A\p)yn + TYm € Mp—_1.
Hieruit volgt dat de rij {T'y,} geen convergente deelrij kan bevatten en dus dat
T niet compact is. Dit is een tegenspraak.

Stelling 3.7.3. Laat K een Hilbertruimte zijn, met T een compacte operator
op K. De verzameling o4(T) is hoogstens aftelbaar. Als {\,} een rij distincte
etgenwaarden van T is geldt lim, o A\, = 0.

Bewijs. We verkrijgen deze stelling door de vereniging van de eindige verzame-
lingen eigenwaarden A uit stelling (3.7.2) te nemen met [\ > =1 r =1,2,....

3.8 De resolvent operator

We bekijken het probleem:
—pu” + qu = I, u(0) =u(a) =0 (59)

waarbij p,q gegeven reéle functies zijn met p > 0 en A € C. Definieer A :
D(A) c L?([0,a]) — L?([0,a]) door

Au = —pu” + qu (60)

D(4) = {u € H*((0,0))[u(0) = u(a) = 0} (61)

In deze paragraaf zullen we het spectrum van A bestuderen.

Definitie. Als p € p(A), dan definiéren we de resolvent operator R, : H — H
door:
Ry = (ul — A)~! (62)

Eerst zullen we aantonen dat voor A negatief genoeg, de oplossing van pro-
bleem (59) u = 0 is, ofwel dat A dan geen eigenwaarde van A is. We nemen het
inprodukt van probleem (59) met u en krijgen:

/O (ol + gluf?}dz = A /0 ful?de (63)
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Zeg o = ming<z<, p(z) en f = ming<y<q ¢(x). Wanneer we deze constanten in
het resultaat verwerken krijgen we:

“e _ T
a/o |u'|*dx + (B /\)/O |ul“dz <0 (64)

Hierin zien we dus dat wanneer A < 8 dat de enige mogelijke oplossing u = 0
is. Ofwel de kernel van A — Al is {0} en dus bestaat de Greense functie g van
A — M. En dus geldt voor A\ <  dat A € p(A).

Voorbeeld. We bekijken de operator —V2 : H?((0,a)) C L*([0,a]) — L?([0, a)).
We nemen dus p = 1 en ¢ = 0 in probleem (59) en vinden dat A € p(—V?)
YA <O.

De zelfgeadjungeerde resolvent operator Ry wordt gegeven door:

qun—m*uﬁm@weﬁmﬂmmﬂwzifquﬂwwmm

Aangezien g, continu is vinden we:

| [t oPasay < o (66)
0 0

Dit betekent dat Ry een Hilbert-Schmidt operator is en dus compact.

Volgens de spectraaltheorie voor compacte, zelfgeadjungeerde operatoren is
er een orthonormale basis van L?([0, a]) bestaande uit eigenvectoren {u,|n € N}
van Ry met eigenwaarden {u,|n € N} zodat u, — 0 als n — co. Omdat geldt:
(M — A)Ry = I hebben we u,, € D(A) en Au, = \yu, met
1
B<Ap=A—— (67)
Hn
zodat A\, — oo wanneer n — oo. Ofwel de gedefinieerde operator A heeft een
complete orthonormale verzameling eigenvectoren die een basis van L?([0, a])
vormen.

3.9 Variatie van constanten

Hoewel het bepalen van het spectrum met behulp van de Greense functie mijns
inziens een hele mooie methode is, is het niet altijd even makkelijk in gebruik.
Een makkelijker toepasbare methode om spectra te bepalen is het oplossen van
de vergelijking:

(A=X)u=f (68)

waarbij A wederom gedefinieerd als in vergelijking (22), A een constante en
f € L? een gegeven functie. Deze inhomogene vergelijking kunnen we oplossen
met behulp van de methode van variatie van constanten, die hieronder verder
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toegelicht zal worden. Na deze vergelijking opgelost te hebben, kijken we voor
welke waarden van \ er bij een gegeven f geen unieke oplossing u € L? gevonden
kan worden. Als er namelijk geen unieke oplossing is, is de operator (A — AT)
niet inverteerbaar en geldt per definitie dan A € o(A).

Wellicht vraagt u zich af waarom er hier niet voor gekozen wordt de homoge-
ne vergelijking op te lossen. Dit heeft twee redenen, ten eerste in de homogene
vergelijking de vergelijking die hoort bij een discreet spectrum en ten tweede
is het na het vinden van eigenwaarden aan de hand van de homogene vergelij-
king erg lastig om vervolgens te bepalen of de gehele verzameling eigenwaarden
gevonden is.

We zullen nu bespreken hoe we differentiaalvergelijkingen op kunnen lossen
met behulp van de methode van variatie van constanten. Tevens laten we zien
hoe dit gerelateerd is aan Greense functies.

Elke lineaire n¢ orde differentiaalvergelijking is om te schrijven naar een 1¢ orde
differentiaalstelsel gegeven door:

Y' — B(z)Y = F, met Y(s) =Y (69)

Hierbij is B(x) een (n x n)-matrix en zijn Y en F' n-vectoren.

Voorbeeld. Stel we willen de differentiaalvergelijking:

y' —b(x)y — c(x)y = f(z) (70)

waarbij b € C'(R), ¢ € C(R) en f € L? een gegeven functie, als een 1¢ orde
stelsel schrijven. We maken dan gebruik van de substitutie

Y =v (71)
zodat
y'=v' =bz)v+clz)y + f (72)
We verkrijgen dan het 1¢ orde stelsel:
Y - A(z)Y = F (73)
waarbij Y = [ z ], Alz) = [ c(?c) b(lx) ] en F' = [ f(OJ,‘) }

Het oplossen van zo een 1° orde stelsel kunnen we in verschillende stappen doen.
FEerst lossen we op:
Y! = B(x)Ys met Yi(s)=1 (74)

s

waarbij I de identiteit is. De oplossing van dit stelsel wordt ook wel de funda-
mentele oplossing genoemd en de oplossing Y;(x) wordt gegeven door Q(z, s).
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De volgende stap is het oplossen van het homogene stelsel. Deze oplossing
is hetzelfde als de fundamentele oplossing, maar nu komt er een keuze van
parameter Y (s) = Yj bij. De oplossing wordt gegeven door:

Y(z) = Q(z,5)Yo (75)

Stap drie is het oplossen van de inhomogene oplossing, gegeven in vergelijking
(69). Deze oplossing wordt gegeven door de zogenaamde ‘variatie van constan-
ten’ formule.

Y(2) = Oz, 5)Yo + / Q, 1) F(u)du (76)
Hierbij kunnen Yj en F'(u) vrij gekozen worden.

De relatie met Greense functie vinden nu door Yy = 0 te kiezen en het stelsel
onafhankelijk van F' te maken. We krijgen dan de vergelijking;:

Y = B(2)Y +§(x —u) met Y(0)=0 (77)
De oplossing van dit probleem wordt gegeven door de Greense functie:
Y(z) = Gy(z,0) met G,(0,0)=0 (78)

Wanneer we vervolgens vergelijking (69) oplossen, met Y (0)=0, dan vinden we
de oplossing:

Y(x) = /0 " G, 0) £ (u)du (79)

En dit is precies de Greense functie zoals we deze in paragraaf 3.4 hebben gezien.

3.10 De WKB benadering

Soms worden oplossingen van differentiaalvergelijkingen gegeven door ingewik-
kelde reeksen. Omdat het lastig is om hiervan het verloop te bepalen, is het
soms makkelijker om gebruik te maken van benaderingen. Een veel gebruikte
benadering is de WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) methode. In deze para-
graaf zullen we de werking van deze methode in het kort toelichten. Hierbij heb
ik gebruik gemaakt van [1].

We bekijken de differentiaalvergelijking
W'+ K () =0 (80)

waarbij k(z) = /22 (E — V(z)). Hierbij gaan we ervan uit dat E > V (z).
Over het algemeen is ¢ een complexe functie in de vorm:

$(z) = €9 (s1)
We kunnen nu vergelijking (80) schrijven als:

[i¢" () = (¢ (x))* + K2 (x)] @) = 0 (82)



De WKB benadering is nu als volgt:

o'l < { (o) (53)
We lossen op:
~(¢'(2))* + k*(2) =0 (84)
En vinden:
(x) = + / k(z)da (85)

Vervolgens stoppen de ¢ (x) = +k'(x) weer terug in vergelijking (82) en ver-
krijgen:

=+ / VEik (z) + k2(2)dx (86)

Tenslotte maken we de benadering k'(z) <

k(z
/ Zk’((jf) +1k(x

Ni/[li;:;(x)-i-...]k(x)da:
:i/k( Yo + - /:;((i))dx+

~4 / K(a)dz + 5 log K(x) (87)

) en vinden we:

Dus geldt:

ei¢(m) ~ eiifk(x)dxefé log(k(z))

~ 1 oEi [ k(@)da (88)
k(x)

Zo zien we dat we als algemene WKB benadering krijgen:

1 : 1 .
—A +i [ k(z)dz + A —i [ k(z)dx ]9
YwkB(x) 1 k:(x)e 2 k(x)e (89)
Voor E < V(x) definiéren we:
2m
k() = T(V(x) - E) (90)

Op dezelfde manier vinden we de WKB benadering voor E < V(z):

Vwicn() = A —— et [y gy L =[x (o)
k() K(z)

Deze WKB benaderingen werken prima zolang E < V(x) of E > V(z), maar
rond de zogenaamde draaipunten, waar F ~ V(z) gaat deze benadering naar
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oneindig en is het een erg slechte benadering. Daar moet dus nog wat aan
gedaan worden. We lossen dit probleem op met het gebruik van zogenaamde
plakfuncties.

We bekijken het draaipunt = en gaan er vanuit dat £ < V(x) links van xp en
E > V(x) rechts van xy. Omdat we de potentiaal alleen dichtbij het draaipunt
bekijken kunnen we de potentiaal hier lineair benaderen:

V(z) =~ E+ V(o) (2 — x0) (92)

We lossen de Schrodingervergelijking op aan de hand van deze lineaire poten-
y 1/3
tiaal. Laat z = a(x — x) zijn, waarbij a = [W] . Dan kunnen we de

Schrodingervergelijking herschrijven tot:
U(z) = 29(2) = 0 (93)

Deze vergelijking is beter bekend als de Airy vergelijking, met als oplossingen
Airy functies, die we Ai(z) en Bi(z) zullen noemen. In de tabel hieronder staan
een aantal eigenschappen van de Airy functies.

y _

Differentiaalvergelijking: oz =2y
Oplossingen: Lineaire combinaties van de Airy functies
Integraal representatie: Ai(z) = L1 [F cos (% + sz) ds

33
Bi(z) = %fooo [6*7+52 + sin (% + sz)} ds
Asymptotisch gedrag:

. _2,3/2 ; . -
o e }Z>>0 Ai) ~ ey sin (5(=2)°% + 3) }Z<<0

3
B'L(Z) ~ ﬁe%23/2 B'L(Z) ~ m COS (%(-Z)E}/Q + %)

De golffunctie, ofwel plakfunctie, die de WKB benaderingen nu als het ware
aan elkaar moet plakken, wordt nu gegeven door:

Yp(x) = aAi(z) + bBi(z) (94)

De constanten, gegeven in vergelijkingen (89) en (91), zijn niet geheel onaf-
hankelijk van elkaar. We zullen nu deze afhankelijkheid bekijken. Hiervoor
gebruiken we nog steeds de lineaire benadering van de potentiaal. We kunnen
de vergelijkingen (89) en (91) in het geval van de lineaire potentiaal schrijven
als respectievelijk:

Al 232 As 20,372
Ywkp(T) = T 5277 4 = 5(=2) (95)
en A A
2,3/2 _2,3/2

Ywrp(r) = 21—/1463 + ZT/24€ 3 (96)

Als we vergelijking (96) nu vergelijken met de plakfunctie voor z > 0:

a _2,3/2 b 2.3/2

Up(x) = WG U ﬁz1/4e (97)
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Dan zien we dat moet gelden:

A =

Voor de plakfunctie z < 0 geldt:

. a . 2 3/2 ™ b 2 3/2 ™
wp = WSIH <3(—Z) + 4> + W COS g(—Z) + Z
1
2

! Al ‘m 1 2/ _\3/2
— [ =2 1 % = iz (—2)
_<i + 2>e4<(_z)1/4(63 >

Ay AV n 1 —i2(—2)3/2
(5 7) (e )
Dit betekent voor de constanten Ay en A, dat:
AL A - AL A -
A = ( ; 21) 6 e Ap— (—; i 21) e (100)

De constanten A} en Af kunnen vervolgens voor elk individueel probleem be-
rekend worden.

3.11 Voorbeelden

In deze paragraaf komen we terug op de voorbeelden die we in hoofdstuk 2
besproken hebben. Dit keer zal ik echter met behulp van de theorie die we in dit
hoofdstuk besproken hebben, berekenen welk soort spectrum bij elk probleem
hoort.

3.11.1 De oneindige potentiaalput

We beschouwen het kwantummechanisch probleem van de oneindige potenti-
aalput, zoals in paragraaf 2.1 gedefinieerd. We hebben dus te maken met het
volgende probleem

h2 d2y

Hy— - 2Y
¥ 2m dx?

$(0) = ¢¥(a) =0 (101)

waarbij H : H?((0,a)) C L*([0,a]) — L?([0,a]).

Dit is hetzelfde probleem als we in paragraaf 3.8 hebben besproken, maar we
2
hebben hier p = 2~ en ¢ = 0 genomen. We zien dus gelijk dat 8 = 0 en alle

2m
eigenwaarden van H positief moeten zijn. Verder heeft H dus een complete
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orthonormale verzameling eigenvectoren die een basis van L?([0,a]) vormen.
Ofwel het spectrum van H is oneindig discreet.

Om het spectrum te berekenen moeten we nagaan voor welke A (H — A )y (z) =
g(x) voor een gegeven g(x) geen unieke oplossing 1 (z) heeft. Als (H—AI)y(z) =
g(x) geen unieke oplossing heeft geldt namelijk dat (H — AI) niet inverteerbaar
is en dat A € o(H).

We kunnen (H — M)y (z) = g(x) schrijven als het 1¢ orde stelsel:

%’ — AU(2) + G(x) (102)
waarbij W — [ v ],A: [ o H en G — [ _go(m) ]
A

De fundamentele oplossing wordt gegeven door e”** en dus vinden we de homo-
gene oplossing:

Uy (z) = thoe” (103)
Met behulp van de methode van variatie van constanten vinden we nu de inho-

mogene oplossing:

U(z) = Yo + /Oa: AP G () du (104)

Verder geldt: det(ul — A) = p? + X\. De twee eigenwaarden van A zijn dus:
p1 =iV A en g = —iv/X. We kunnen de e-macht schrijven als:

1 H1r __ a2z H2T _ LH1T
Az __ H2e unire e e
© T m-m [ p iz (€F1F — el2¥)  poet?® — iy et1® (105)
Omdat alleen 1(x) belangrijk voor ons is herschrijven we (104) als:
. » 1 T eiﬁ(xfu) _ efiﬁ(:pfu)
$(x) = o1V eV — ﬁ/o 57 g(w)du (106)

We kunnen deze vergelijking apart bekijken voor A > 0 en voor A < 0.
Voor A < 0 krijgen we:

Yaco = ¥, sinh v/[\Jz + 9} cosh v/l — fm /0 " sinh v/IN( — w)g(u)du

(107)
En voor A > 0 krijgen we:

Prs0 = 11 sin VAz + g cos VAz — \% /Ox sin V\(z — u)g(u)du (108)

Vervolgens kijken we naar de gegeven randvoorwaarden: ¥ (0) = ¥ (a) = 0.
We bekijken eerst het geval dat A < 0. We vinden:

_ﬁ o sinh \/|A[(a — w)g(u)du
sinh y/|\|a

¢h=0 en ¢} = (109)
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We schrijven voor vergelijking (107) :

przy — —Jo s V(@ — wg(u)du Jo sinh /[N (@ — w)g(u)du
< \/Wsinh \/Wa \/W (110)

We willen weten of ¢y~o € L%([0,a]). Het enige waar we naar moeten kijken
is de noemer van de coéfficient van de homogene oplossing. Deze noemer is
enkel 0 als A = 0 en dus hoeven we ons daar geen zorgen over te maken. Ofwel
Ya<o € L2([0,a]) voor alle A < 0 en dus A € p(H) voor \ < 0.

Vervolgens bekijken we A > 0. We vinden dat:

_\% J sin VA(a = u)g(u)du

sinh \/| Az —

& v sinv\a (1)
We krijgen voor vergelijking (108) :
— [ sin V(a —u)g(u)du sin v/ — Jy sin VA —u)g(u)du (112)

1/})\>0 = \/Xsin \/Xa \/X

Nu willen we weten of ¥~¢ een element van L?([0,a]) is. Omdat = € [0,a]
en we weten al dat 1(0) = ¥ (a) = 0 hoeven we weer enkel te kijken naar de

noemer van de coéfficient van de constante van de homogene oplossing. Deze

n2n?

noemer is gelijk aan 0 voor \/()\)a =nmmetn=1,23,.... Dus voor A = "3
met n =1,2,3,... geldt Yo & L%([0,a]) en dus X € o(H).

Voor \ﬂA)a # nm hebben we een mooie analytische functie en geldt: s €
L2([0, a)).

We hebben dus te maken met een positief oneindig discreet spectrum, met
waarden:

n2m?

A:aT met n:1,2,3,... (113)

Voor de volledigheid zullen we ook de Greense functie g(z,y) construeren.

Doordat we hier te maken hebben met een randvoorwaarde probleem, is de

Greense functie niet moeilijk te construeren. We constueren de Greense functie
door

B2 d?

T 2mda?

foa g(z,y)1¥(y)dy. Na eenmaal integreren vinden we:

- )\) 1 = 0 tweemaal te integreren, waarbij we uitgaan van ¢ (x) =

W2 dy  [*

waarbij C' de onbekende waarde van ¢'(0). Na de tweede integratie krijgen we:

= [ (@~ y)b)dy + Cz+ D (115)
0

waarbij D = ¢(0) = 0. Gebruikmakend van de randvoorwaarde ¢(a) = 0
vinden we C en kunnen we 1 als volgt uitdrukken:

v = [ e e+ [ @ emay 10

2
W a ©
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Voor de Greense functie g(z,y) vinden we dus:

IAV(q —x) y<zx

T — h2_ a
9(zv) {ﬁﬁiw—w y>x

(117)

3.11.2 Het vrije deeltje

Zoals eerder besproken is dit het zelfde probleem als het probleem van de onein-
dige potentiaalput, maar met andere randvoorwaarden. Vergelijkingen (108) en
(107) zijn dus ook voor dit probleem geldig. We kijken naar de randvoorwaarde

Y € LA(R).

Voor A < 0 is de oplossing gegeven in vergelijking (107). De particuliere
oplossing is de integraal over een onbegrensde functie en dus is de integraal zelf
onbegrensd. De fundamentele oplossing bestaat uit een sinh en een cosh en is
dus ook onbegrensd. Door de onbegrensdheid van de fundamentele oplossing,
kunnen we de constanten ] en 1, zo kiezen dat de homogene oplossing voor de
onbegrensdheid van de particuliere oplossing compenseerd. De gehele oplossing
kunnen we dus voor iedere g(u) in L?(R) kiezen. Hieruit volgt dat (H — \I)
inverteerbaar is voor alle g(u) en dus geldt A € p(H) voor A < 0.

Voor A > 0 is de oplossing gegeven in vergelijking (108). De particuliere
oplossing bestaat uit een integraal over het product van een sinus en een ele-
ment uit L?: g(u). Het product hiervan ligt weer in L2, maar de integraal
hierover kan onbegrensd zijn. De fundamentele oplossing bestaat uit een sin en
een cos, en deze oplossing is dus begrensd. Omdat de fundamentele oplossing
begrensd is kunnen 1; en ¥2 uit de homogene oplossing niet zo gekozen wor-
den dat de homogene oplossing de onbegrensdheid van de particuliere oplossing
compenseert. ysq(z) is dus niet perse een element van L?(R) en dus bestaat
(H — XI)~! niet voor A > 0.

Dit betekent dat A € o(H) voor alle A > 0.

Merk op dat de homogene oplossing van dit probleem, gegeven in vergelij-
king (103), geen element van L?(R) is, maar van L>°(R). De reden dat (H —\I)
voor A > 0 niet inverteerbaar is, is niet omdat (H — A\I) een kern heeft, maar
omdat (H — M) niet surjectief is. Het spectrum van H is dus een positief
oneindig continu spectrum.

3.11.3 De harmonische oscillator

Zoals in paragraaf 2.3 besproken, heeft de harmonische oscillator een discreet
spectrum waarbij de eigenfuncties uitgedrukt kunnen worden in Hermite func-
ties. Het is echter lastig om hier mee te rekenen en dus zullen we het spectrum
van de harmonische oscillator berekenen met de WKB benadering. Hoewel dit
een benadering is kunnen de eigenwaarden van dit probleem met deze methode
exact gevonden worden.
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We beginnen weer met het oplossen van de homogene vergelijking. We schrij-
ven deze homogene vergelijking eerst zoals in vergelijking (80) beschreven. We
krijgen:

V() + g(z)¥(z) =0 (118)
waarbij voor F > %muﬂx?
2 1
g(z) = K (z) = FTZL (E - Qmw2x2> (119)
en voor F < %mmeQ
2 1
g(x) = —K*(z) = h—? (2mw2x2 - E> (120)
Voor E < 0 zijn en geen keerpunten en vinden we de WKB benadering:
wis = — (Alefow w@)de L Aye=Jo ”(@dﬂf) (121)
k()
Voor E > 0 vinden we twee keerpunten: xq; = —/ 7352 en To = +4/ 7352 We

bekijken eerst de benadering rond het punt x;. Links van het keerpunt geldt
E <V en rechts geldt £ >V, we vinden dus:

. i(x) <A/1€f;1 Ra)de! 4 At o~ fo n(z’)dx’)
<
Ywkp = ; ({ A ] Ik dz+4+[ AT’2+142’1} i J7 k(a jx_m;
vie 1 <x
\ (122)

Hierbij heb ik gebruik gemaakt van de relatie tussen de coéfficiénten gegeven in
vergelijking (100).
Op dezelfde manier kunnen we de WKB benadering rond het punt xo geven.

(o e[ 8o

YwkB = ) 7 s R z < 9
w(2) (Ble 72 + Bse ‘=2 )

xS w

(123)

Dit zijn de homogene oplossingen zonder nog rekening te houden met de rand-
voorwaarden. We zijn echter geinteresseerd in het inhomogene probleem. We
lossen dit op met behulp van variatie van constanten. We vinden voor E < 0

1

(Alefozn(x)d;v+A o I n(m)dw)

/ m cosh ( / o li(x)dx> glwydu  (124)

YwkB =

3
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Vervolgens doen we hetzelfde voor ¥ > 0 en vinden we de volgende inhomogene
vergelijkingen:

;x) ( Al wads g o= [ n(m’)da:')

xT 2 Tl / /
+ fo 7@ cosh ( o k() d ) g(u)du

r <11

Ywkp = ) ([A/

-+ %i] ¢ Sz, Bada'+5 + [_ATIQ + AT&} e I k(x’)dx’—%)

+fy - Z__ cos (f;l_u k(z')dx' + %) g(u)du

(z—u)
r <x
) (125)
en
1 By | Bj i [72 k(2 )da'+ 5 _ By | Bi| —i L2 k(z')da' - %
.fk(z><[i2+ e e[ ‘)
+fy k(i_u) cos (fffu k(x')dx' + %) g(u)du
T < X9
7/’ = B / / _ [z / /
WKB i(z) <Bi€fz2 k(z")dx + Ble [o, 5la")dz )
+ s \/ﬁ cosh (f;;u n(m’)dm’) g(u)du
T2 < T
(126)

Nu is het tijd om naar de voorwaarden te kijken. De enige randvoorwaarde
gegeven is dat moet gelden 1 € L?(R).

Voor E < 0 hebben we een onbegrensde pariculiere oplossing, maar ook een
onbegrensde homogene oplossing en dus kunnen de coéfficiénten A; en As zo
gekozen worden dat de onbegrensde particuliere oplossing door de homogene
oplossing gecompenseerd wordt. En dus geldt voor £ < 0 dat ¢ € L?(R) en
dus geldt VE < 0 dat E € p(H).

Voor E > 0 ligt het wat ingewikkelder. Als we kijken naar de gebieden x < x;
en r > w9 zien we ook hier dat de onbegrensde particuliere oplossingen gecom-
penseerd kunnen worden door de constanten A}, A5, B} en Bj. Hier gaan we
er dan vanuit dat de constanten in de twee gebieden onafhankelijk van elkaar
zijn. In het gebied z; < x < 9 is de oplossing gegeven door vergelijking (125)
voor x > x1 of door vergelijking (126) voor x < x9. Omdat we het hier over
een eindig interval hebben, zijn beide oplossingen begrensd. Als we echter naar
vergelijking (125) voor = > x7 6f naar vergelijking (126) voor = < x9 kijken
zullen we niet persee een continue functie vinden, hoewel de losse oplossingen
wel in L%(R) zitten.

Als we echter op zoek gaan naar een continue functie vinden we dat de bena-
dering bekeken vanuit het punt x; gelijk moet zijn aan de benadering bekeken
vanuit het punt x2. Een gebonden toestand in een 1-dimensionale ruimte kan
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namelijk niet ontaard zijn.

Stelling 3.11.1. Fen gebonden toestand in een I1-dimensionale ruimte is niet
ontaard.

Bewijs. Stel we hebben twee verschillende eigenfunties, ¥1(z) en ¢2(x), met
dezelfde energie E. Er geldt dan:
d’g[)l 2m dl/)g 2m
—=—=((V-F — ==V -F 12
I = Vo By en === (V — E)Yy (127)
Voor de Wronskiaan geldt nu: W = 1195 — ¢p{1p2 = 0. De Wronskiaan is dus
onafhankelijk van z. En aangezien W — 0 voor x — oo is de Wronskiaan overal
gelijk aan 0. Dit betekent dat 1 en 12 lineair afhankelijk zijn.

De vergelijkingen (125) voor z > z1 en (126) voor z < 3 kunnen aan elkaar
gelijk gekozen worden als voor alle x geldt:

x T2
/k@%ﬂ+1_—/ b/’ — T 4 (128)
1 z

Afk@mx_<n—;>w (129)

Door vervolgens werkelijk de integraal te berekenen vinden we:

=2 o [om 1
k(x)dr = / \/ <E — mw2x2>d:v
/ (s
1 mw
= /l7 T\/(L‘% — 22dx

1
mwT o
T 4(2951)
E
= % (130)

Hieruit vinden we:

Wanneer we deze twee resultaten samen bekijken vinden we dus de volgende
waarden: E = (n— %)ﬁw voorn =1,2,3,.... Voor deze waarden is 1) een conti-
nue functie geworden. De constanten A}, A}, B en Bj aan beide kanten zijn nu
echter niet meer onafhankelijk van elkaar. En hierdoor kunnen de constanten
niet meer voor elke functie g(x) aan beide kanten = < x; en x > x5 de onbe-
grensde integraal compenseren en geldt er dat de gevonden WKB benadering

bij waarden F > 0 alleen voor F = (n — %)hw voor n =1,2,3,... geen element
van L?(R) is. We vinden dus dat voor E > 0 de waarden E = (n — £)hw voor
n=1,2,3,... het oneindige discrete spectrum vormen.

Het gevonden spectrum F = (n — %)ﬁw voor n = 1,2,3,... komt inderdaad
overeen met het verwachte spectrum gegeven in hoofdstuk 2.
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3.11.4 Het waterstofatoom

In paragraaf 2.4 hebben we gezien dat de Schrodingervergelijking geschreven
kan worden als:

h? d?
TV i) = Btr) (131)
waarbij
R I(l+1
i) = 1 M v
CRII+1) 1
T o2m 12 Admeyr (132)

De eigenfuncties die bij dit probleem horen worden uitgedrukt in Laguerre po-
lynomen. Aangezien het lastig is om met deze polynomen te werken, maken we
net als bij de harmonische oscillator gebruik van de WKB benadering. Dit mag
omdat het 3-dimensionaal probleem sferisch symmetrisch is en we het als een
1-dimensionaal probleem kunnen behandelen. Voor de inhomogene vergelijking
krijgen we:

W (r) + f(r)e(r) = g(r) (133)
waarbij voor E > V(r)
R% (1 2
f<7~):k2(r):2h?<E—2m (;1) +4fm”1,> (134)
en voor E < Vj(r)
B 2m (R I(+1) e? 1
f(r) = —r*(r) = ez <2mT2 T dmegr E) (135)

We zullen dit probleem eerst behandelen voor [ > 0. Het geval dat [ = 0 is een
speciaal geval en dit geval zullen we bewaren tot het eind.

We merken op dat r € [0,00) en dat de golffunctie ¢ (r) rond het punt nul dus
sterk naar 0 moet gaan. In sommige gevallen kan er voor gekozen worden om in
het punt » = 0 een oneindige potentiaalmuur te kiezen, wat vaak een redelijke
benadering oplevert. In dit geval voor [ > 0 hebben we echter al te maken met
een potentiaal met de eigenschap V(r) — oo voor r — 0 en in dit geval hoeven
we ons hier dus geen zorgen over te maken.

_m 1 (471'60)2
2R2 [(1+1) \ €2

bij r = %Ql(l + 1)4:%. Voor E < Vi geldt dus dat er geen keerpunten zijn.
Voor r — oo geldt dat V;(r) — 0 en dus bestaat er voor E > 0 één keerpunt. In
het gebied Vinim < E < 0 zijn er twee keerpunten. We zullen deze drie gebieden
dus apart behandelen.

Voor [ > 0 heeft de functie Vj(r) een minimum van V,;, =
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/noindent Ten eerste kijken we naar E < V.. In dit gebied zijn er zoals
gezegd geen keerpunten. De homogene oplossing met behulp van de WKB
benadering wordt dan gegeven door:

YwkB = <A16IOT Ry Age o ”(Tl)drl> (136)

R\T

We bepalen de particuliere oplossing van dit probleem met behulp van de vari-
atie van constanten formule en zodanig verkrijgen we de volgende inhomogene
oplossing.

(A“ngwmw4_Aﬂfquwmw>

A —
WKB o)
" 2 r—u .
+ ; \/ﬁ cosh (/0 k(r")dr ) g(u)du (137)

We hebben hier te maken met een onbegrensde particuliere oplossing. De ho-
mogene oplossing is echter ook onbegrensd en dus kunnen de constanten uit de
homogene oplossing de onbegrensdheid van de particuliere oplossing compense-
ren.

Er geldt hier dus: Ywxp € L?([0,00)). Ofwel E € p(H) voor E < Viyin.

Vervolgens bekijken we het geval dat £ > 0. In dit geval hebben we te maken
met één keerpunt. Dit keerpunt wordt gegeven door:

1 e? e \? h?
= —— - 2E—I(1+1 138
"o 2F \ 47eg \/(47T60) * m (t+1) (138)

In dit geval benaderen we v (r) apart links en rechts van ¢ en verkrijgen als
homogene oplossing:

L (el 000 4 e 7w

-
r <o

— a
—~
N

YWKB = A A1 i [T k() dr i T A As1 —i [T k(r)dr' —iT
iy ([ ] o Oy [y ] MR

r>T0
(139)

Op dezelfde manier als hierboven bepalen we met behulp van de variatie van
constanten formule een particuliere oplossing en we verkrijgen hieruit de vol-
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gende inhomogene oplossing;:

1 S0 w(r"dr! — [0 k(r)dr!
m <A3€ + Age )
Iy e cosh (2, ()" ) g(u)i

r < ro
wWKB: . P 12 . T 7 /T
#([@_’_%] ezfrok’(r)dr—i-z4 4 [—%—F%]e i fry B(r)dr z4>

V() \E?

T 2 T—U / / s
+ /o i o8 (fm k(r")dr' + 4> g(u)du )
T =270
\ (140)

We zullen weer bekijken of deze inhomogene oplossing met behulp van het kie-
zen van de coéfficiénten als element van L2 ([0, 00)) gekozen kan worden. We
zien dat rechts van het punt r¢ de particuliere oplossing onbegrensd is. De ho-
mogene oplossing hierbij is echter een begensde oplossing. De coéfficiénten uit
de homogene oplossing kunnen dus nooit zo gekozen worden dat ze de particu-
liere oplossing kunnen compenseren. Deze golfvergelijking is dus geen element
van L2 ([0,00)) en dus geldt dat de operator (H — ET) niet inverteerbaar is en
dus dat VE >0 E € o(H).

Tenslotte kijken we nog naar het gebied Vi, < E < 0. Dit is wellicht het
lastigste gebied en heeft twee keerpunten gegeven door:

1 e2 e2 \? h2
= —— 2E—I(l+1 141
" 2F \ 47eg * \/(47T60> * m (t+1) (141)
en
1 e? e2 \2 h2
= —— — 2E—I(l+1 142
"2 2F \ 4meg \/(47‘(60) + m (+1) (142)

Net als bij de harmonische oscillator benaderen we (r) zowel links en rechts
van het punt r; als links en rechts van het punt ro. We krijgen rond het punt
T1:

1 <A5€f:1 k(r)dr’ + Age™ St H(r’)dr’)

-
r<nr

- ﬁ
2
©

YwWKB = A As1 i [T k(r)dr +iT A As1 —i [T k(r)dr'—iT
iy ([ 4 ] M PO g [ g 7 KOO

r>T
(143)



Rond het punt ro geldt:

1 Bs | Bs] i [[? k(r')dr'+i% Bs | B —i [72 k(r")dr' —i %
m([iﬁ+25]e [T e )
r <o
QZJWKB: T (e dr! 7 (D!
r >
(144)

De inhomogene oplossingen rond de punten r1 en 75 worden vervolgens gegeven
door:

()(Ag)ef dr+A6€f k(r") r)
+f0 T cosh ( :iu ﬁ(r’)dr’) g(u)du
r<nmr
YwKB = i il —i [T k(r')dr' —iZ
i (10 1R |y g )
+fo m cos (fr “k(r')dr' + %) g(u)du
=T
(145)
en
r ;(r) <[% + ] i 72 k(r!)dr' +i T + [ % + %} e_l-fTTz k:(r/)dr’_z%)
+fo —— cos (f:fu k(r")dr' + %) g(u)du
)
Ywkp = ( ) <B5ef:2 KV I n(ﬂ)dw)
—i—fo /) cosh (fw /{(r’)dr') g(u)du
T 2T
(146)

In de gebieden links van 7; en rechts van ro zien we dat de onbegrensde par-
ticuliere oplossing gecompenseerd kan worden door de onbegrensde homogene
oplossing. Hier gaan we ervan uit dat de coéfficiénten As, Ag, Bs en Bg onafhan-
kelijk van elkaar zijn. De golfvergelijking in het interval (r1,r2) kan gegeven
worden door zowel de benadering in vergelijking (145) als de benadering in
vergelijking (146). Wanneer we deze oplossingen apart bekijken hebben we te
maken met begrensde maar discontinue oplossingen.

Er bestaat enkel één continue oplossing, zoals bewezen in de vorige paragraaf,
en dit is de oplossing waarbij de golfvergelijkingen uit de vergelijkingen (145)
en (146) aan elkaar gelijkgesteld worden.

De twee golfvergelijkingen kunnen aan elkaar gelijk gekozen worden als geldt:

T T T2 T
/ k(r)dr' + 1= _/ k(r)dr' — T (147)

T1
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Hieruit vinden we:

/2 k(r)dr = <n _ ;) r (148)

Vervolgens willen we deze integraal f:f k(r)dr ook werkelijk berekenen. We
merken op dat geldt:

rirY = —lﬁl(l + 1) (149)
E2m
en zo ook:
1 €2
T1 + o = —5471_60 (150)

Aan de hand van deze twee gelijkheden is het gemakkelijker de integraal te
evalueren. We vinden:

"2 V2m [T R 1(1+1) e 1
/h Rr)dr = =5~ / \/E‘zm 2 megrh

B [y

V2B (7 - v

2mnm e? 1
= — = (l+1 151
oh dme i VWD (151)

ro —r)dr

Wanneer we deze oplossingen aan elkaar gelijkstellen zien we dat moet gelden:

m e \? 1
20 <47T60> ] <n—%+ l(l+1))2 1

Voor deze waarden van FE zijn coéfficiénten in het linker en het rechter gebied
niet langer onafhankelijk van elkaar, en kunnen ze niet langer zo gekozen worden
dat de golffunctie zowel aan de linkerkant als aan de rechter kant in elk geval
naar 0 gaat. Voor de gevonden F-waarden is de bijbehorende golffunctie dus
geen element van L? en dus zijn de E-waarden uit oplossing (152) de discrete
eigenwaarden van H. We zien dat oplossing (152) niet gelijk is aan de precieze
eigenwaarden gegeven in vergelijking (20). We verkrijgen echter wel een goede
benadering voor n >l en n > %

Enl':_

Nu is het tijd om naar het geval [ = 0 te kijken. De centrifugale term %l(%l)
valt nu in z'n totaal weg en we houden over:
2
e” 1
V(r)=— - 153
(r) dmeg 1 (153)

Het gedrag van deze potentiaal dichtbij het punt r = 0 verschilt van het gedrag
van de potentiaal met centrifugale term. De potentiaal gaat dichtbij dit punt
niet naar oneindig, maar naar min oneindig. We moeten er hier dus extra reke-
ning mee houden dat r € [0, 00) en dus kiezen we een oneindige potentiaalmuur
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in het punt » = 0. Op dezelfde manier als hierboven gedaan voor [ > 0 gaan
we nu op zoek naar het bijbehorende spectrum.

We delen de energie waarden op in twee gebieden. Ten eerste het gebied E > 0,
waar zich één keerpunt bevindt en wel het keerpunt ro = 0. En tenslotte dus

het gebied F < 0, waar zich twee keerpunten bevinden r; =0 en ro = e

T drmeoE
In het gebied E > 0 hebben we één keerpunt. Zoals we eerder hebben gezien
betekent dit dat de inhomogene oplossing van de WKB benadering onbegrensd
is en dus dat de oplossing geen element is van L?. Ofwel VE >0 E € o(H).

In het gebied £ < 0 hebben we twee keerpunten en we verwachten daar discrete
energiewaarden aan te treffen. We hebben eerder gezien dat de oplossingen van
de WKB bendaringen, wanneer we een gebied met twee keerpunten bekijken,
elementen zijn van L? behalve als de twee benaderingen, rechts van het linker
keerpunt en links van het rechter keerpunt, aan elkaar gelijk zijn. We zullen
hier dus enkel nog het geval bekijken dat deze twee benaderingen aan elkaar
gelijk zijn. We bekijken hier het geval dat:

/ k(r)dr = <n _ i) . (154)

Het feit dat we in de oplossing van de integraal een factor % verkrijgen in plaats
van % komt doordat we nu niet meer met twee hellende potentiaalmuren te
maken hebben, maar met één hellende muur en één rechte muur. Dit is af te
leiden uit de eerder besproken Airy functies. Als we de werkelijke integraal
oplossen vinden we:

T2 V2m [T e 1
k(r)dr = —— E —d
/0 (r)dr h? /0 \/ + deg "

omlE| [T
_ VBl L,
h2 0 T
2m|E
l ‘9(5+21m)

h? 2 \2

ym e 1 v
= o Ines T (5 + 2k7r> (155)

Als we deze twee vergelijkingen nu aan elkaar gelijkstellen vinden we de volgende

energiewaarden:
m ez \? [ 2n+ % ?
EF=——— 156
2h2 <47T60> n—1 (156)

Deze benaderde eigenwaarden zijn echter fout!. Dus wat is er nu misgegaan?
Werkt de WKB benadering niet? De fout zit niet in de theorie van de WKB
benaderingen, maar hier in de toepassing ervan. Zelfs bij [ > 0 hebben we
de WKB benadering fout gebruikt. Daar is de fout echter minimaal. De fout
komt pas echt aan het licht wanneer we het geval I = 0 bekijken. De fout zit
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in het gebruik van vergelijking (133). Deze vergelijking lijkt veel op de wel
goede vergelijking (80), maar is toch essentieel verschillend door de verschillen
in domein van r en 2. We lossen dit probleem op door in vergelijking (133) de
twee substituties

r=¢* en o =e"y (157)

toe te passen. Dit levert ons een nieuwe (homogene) vergelijking en wel:

u’(z) + f(z)u(z) =0 (158)
waarbij:
2 2
fla) =k (a) = Q%Ee% + 2}?4;0696 ~ <l + ;) (159)

Voor E > V. Net als het eerste probleem, voor [ > 0, is dit probleem weer in
drie gebieden te verdelen. Het gebied £ > 0 heeft 1 keerpunt en we hebben al
gezien dat de benadering dan niet in L? zal zitten. Het gebied E < Vj,;, bevat
geen keerpunten en de F-waarden uit dit gebied zijn allemaal in de resolvent
verzameling te vinden. Ofwel de benaderingen in dit gebied zitten in L2.

Voor ons het meest van belang is echter het derde gebied; V,,;, < E < 0. Hier
bevinden zich twee keerpunten:

1 e? e2 1° h? 112
=In|—— + 2E— |1+ = 160
= TT9E | 4re \/[47“0} T [ * 2] (160)
en
1 e? e2 1° h? 17?
=In|—— + —2F— |l+ = 161
e Y5 4d1eg \/|:47T60:| m { * 2] (161)

We bekijken weer het geval dat de twee benaderingen, rechts van het linker
keerpunt en links van het rechter keerpunt, gelijk zijn. We hebben weer dat

dan moet gelden:
/ k(x)dz = <n — 2) ™ (162)
@1

De integraal rekenen we ook uit. We maken hierbij gebruik van de substitutie:
y = e”. Ook maken we gebruik van de twee handige gelijkheden:

1 K2 1\2
= — " (1+= 1
Y12 E2m < + 2) (163)
en
1 €2
i 164
Nty = e (164)
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We krijgen:

/: k:(x)dx—/W L) dy

yz 2m|E]| 2 2 2
1\/m\ \/ 1 e h (l+;> a0

" E 47T60y * 2mE
\/2m]E v2 1

7 V=24 (g1 + y2)y — yiyedy
n Y
\2ml|E| (Y21

—hH V=) (y2 — y)dy

y1y

= V2L - i)

(165)

Deze twee oplossingen voor de integraal kunnen we weer aan elkaar gelijkstellen
en dan vinden we de F-waarden:

2 2
b _|m (e
[2h2 <47T€0>

Deze E-waarden leveren een goede benadering voor n > [ en zelfs een exacte
oplossing voor [ = 0. Een exacte oplossing voor alle [ > 0 kunnen we met de
WKB-benadering jammer genoeg niet vinden.

1
(n+1)?

(166)
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