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Voorwoord Masterscriptie  
 

In 1956 maakte de Nederlandse kunstenaar M.C. Escher (1898-1972) De 
Prentententoonstelling. In 2000 bekeken wiskundigen H.W. Lenstra Jr. en B. de Smit deze prent 
vanuit een wiskundig perspectief. Ze vroegen zich af wat voor structuur er schuil gaat achter de 
Prentententoonstelling, en of er een meer bevredigende manier is om de wit gelaten vlek in het 
midden op te vullen. Deze vragen waren, achteraf gezien, vrij eenvoudig te beantwoorden, maar het 
duurde nog een paar jaar om de invulling van het witte plekje visueel te maken. Dit is gedaan met 
behulp van een computerprogramma gemaakt door Joost Batenburg en de invulling is getekend door 
de kunstenaars Hans Richter en Jacqueline Hofstra. Het project werd eindelijk voltooid in 2002, en na 
één persbericht kwam er een stortvloed aan aandacht van zowel Nederlandse als buitenlandse 
media. 

De wiskunde achter De Prentententoonstelling is door H.W. Lenstra Jr. en B. de Smit 
gepubliceerd in AMS notices (2003) en SIAM news (2002). Het niveau waarop dit gepresenteerd werd 
is echter niet toegankelijk voor een breed, algemeen publiek. Deze masterscriptie heeft tot doel de 
wiskundige structuur toegankelijk te maken voor een algemener publiek. Naar verwachting zal later 
dit jaar (2013) het manuscript in deze masterscriptie gepubliceerd worden in de vorm van een Zebra-
boekje (Epsilon Uitgaven). De aangenomen wiskundige voorkennis is die van een 4/5 vwo leerling, 
deze zal het Zebra-boekje probleemloos kunnen doorwerken. Mijn bedoeling is ook om het grotere 
publiek aan te spreken, zodat mensen die geen wiskundige achtergrond op vwo-niveau hebben toch 
het grote plaatje kunnen begrijpen.  

Omdat dit document een masterscriptie betreft is een artikel bijgevoegd waarin op een hoger 
wiskundeniveau naar de prent gekeken wordt. Dit is geschreven als een wiskundige verantwoording 
van het manuscript. 

Vooraf aan dit werk ging een ƻƴŘŜǊȊƻŜƪ ǾƻƻǊ Ψ{ǇŜŎƛŀƭƛǎŀǘƛŜΩ Ǿŀƴ ŘŜ ƭŜǊŀǊŜƴƻǇƭŜƛŘƛƴƎ 
Wiskunde aan het Interfacultair Centrum voor Lerarenopleiding, Onderwijsontwikkeling en 
Nascholing (ICLON), waar ik onderzoek deed naar de vraag ΨƘƻŜ ǎŎƘǊƛƧŦ ƧŜ ŜŜƴ ōƻŜƪ ƻǾŜǊ ŜŜƴ 
wiskundeonderwerp vooǊ ŀƭƎŜƳŜŜƴ ǇǳōƭƛŜƪΩΦ IƛŜǊǾƻƻǊ ƘŜō ƛƪ vooral gekeken naar manieren tot 
verhoging van de motivatie van de lezer om het boekje door te werken en naar manieren om het 
imago van de wiskunde te verbeteren door het schrijven van een boekje.  

Samengevat vormt deze masterscriptie achtereenvolgens het manuscript voor de Zebra-
reeks voor algemeen publiek en een artikel waarin een wiskundige verantwoording wordt gegeven.  
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1 Inleiding in Prentententoonstelling 
Nederlands kunstenaar Maurits Cornelis Escher (1938-1972) is vrij algemeen bekend om zijn 
werken, zoals Metamorphose, De waterval of Relativiteit.  

 
De meeste werken zetten de kijker tot denken door het overgaan van twee naar drie dimensies, 
spelingen met perspectief, onmogelijke figuren of illusies. Dit zijn vrij wiskundige concepten, 
maar M.C. Escher was zelf geen wiskundige. Hij heeft enkel wiskunde gehad op middelbaar 
schoolniveau en was weinig geïnteresseerd in de formaliteiten. Dit weerhoudt wiskundigen er 
echter niet van om naar zijn prenten te kijken en het uit te puzzelen. 
 
In dit boek gaan we kijken naar een werk van Escher, Prentententoonstelling. In dit hoofdstuk 
beantwoorden we eerst vragen als: 

- Wat wilde Escher in deze prent uitbeelden? 
- Welke structuur kunnen we vinden? 
- Kunnen we achterhalen wat er in de wit gelaten plek zou kunnen zitten? 

 
In 2000 heeft wiskundige Hendrik Lenstra naar deze prent gekeken en wilde graag een formule 
maken waaruit je van een normaal beeld een vervormd beeld kan krijgen zoals in De 
Prentententoonstelling en op deze manier achterhalen wat er in de wit gelaten plek moet staan. 
Over deze achterliggende wiskunde gaat de rest van dit boek. Na het lezen van dit boek weet je 
onder andere meer over hoe je als wiskundige naar een prent zou kunnen kijken, hoe de 
transformatie van de ene afbeelding naar een andere afbeelding beschreven kan worden en hoe 
je werkt met complexe getallen en functies op het complexe vlak.  
 
Om te helpen bij het doorwerken van dit boekje en het goed begrijpen van de nieuwe begrippen 
worden ook korte opgaven en voorbeelden gegeven. Je wordt aangemoedigd deze rustig voor 
jezelf uit te werken. Als je er niet uit komt is dat niet erg, achterin dit  boekje staan korte 
uitwerkingen.  
 

1.1 De Prentententoonstelling 
Kijk naar de Prentententoonstelling op de bladzijde hiernaast. We gaan de prent af en 
beschrijven wat we zien van linksonder met de klok mee rond de witte vlek. 

- Linksonder naar linksboven: Een man staat in een prentengallerij en kijkt naar een 
schilderij. Op dit  schilderij zien we een schip langs een kust met gebouwen.  

- Linksboven naar rechtsboven: De gebouwen treden langzaam uit het schilderij, aan de 
meest rechter zijde is het niet langer duidelijk dat de gebouwen deel zijn van de 
schilderij. 

- Rechtsboven naar rechtsonder: In een van de gebouwen kijkt een vrouw uit het raam, 
welke zich recht boven het dak bevindt van een prentengallerij. 

- Rechtsonder naar linksonder: Van buiten kijken we een prentengallerij in, en links 
zien we weer de man staan die naar een schilderij kijkt.  
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Het plaatje is nu rond en we zouden weer helemaal opnieuw kunnen beginnen: Man kijkt naar 
schilderij met gebouwen dat een prentengallerij bevat waarin een man staat die kijkt naar een 
schilderij enzovoorts. Escher wilde namelijk een cirkelvormige expansie zonder begin of einde 
creëren. Dit zien we goed terug als we met de klok mee lopen vanuit de man: hij begint als 
toeschouwer van een schilderij, maar blijkt zelf onderdeel uit te maken van de schilderij.  
In het midden van de prent zien we een witte plek, met de handtekening van Escher. De reden 
voor deze vlek is niet helemaal duidelijk. Een mogelijke reden is dat de details rond het midden 
van de vlek zo klein zouden zijn dat het onmogelijk was om door te gaan. Of dat het doel van de 
prent was bereikt (cirkelvor mige expansie) en Escher ook niet precies wist hoe het midden 
opgevuld moest worden en het daarom maar open heeft gelaten.  
Maar er kan nog een diepere reden zijn, en dat was in het jaar 2000 voor wiskundige Hendrik 
Lenstra de reden om te onderzoeken of Escher misschien op een wiskundig probleem stuitte 
waardoor hij de prent niet netjes af kon maken.  
Om dit te onderzoeken moeten we eerst weten hoe Escher deze cirkelvormige expansie heeft 
ontwikkeld. Kijk nog eens terug naar de prent. De expansie is goed zichtbaar als je kijkt naar de 
ramen van het gebouw van de prentengalerij rechtsonder naar linksonder. Als we aannemen dat 
de ramen in de galerij normaal gesproken even breed zijn, worden ze in de vervorming drie keer 
zo groot.  
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Als eerste poging maakte Escher een rooster zoals hiernaast 
met rechte lijnen. Ga je van linksonder naar linksboven wordt 
een vierkantje 4 keer groter, en ga je dan een heel rondje maak 
je een vergroting van 4x4x4x4=256 mee. 
Een van de meest kenmerkende eigenschappen van de 
prenten van Escher is dat het totaalplaatje, ondanks de 
vervormingen, nog steeds 'normaal' lijkt te zijn. In De 
Toverspiegel van M.C. Escher schreef Bruno Ernst, wie Escher 
ÐÅÒÓÏÏÎÌÉÊË ËÅÎÄÅȟ ÈÅÔ ÖÏÌÇÅÎÄÅȡ ȰEscher probeerde 
aanvankelijk het idee met rechte lijnen te verwenzenlijken. 
Intuïtief kwam hij echter tot de gebogen lijnen. De 
ÏÏÒÓÐÒÏÎËÅÌÉÊËÅ ÖÉÅÒËÁÎÔÊÅÓ ÂÌÉÊÖÁÎ ÄÁÎ ÏÏË ÂÅÔÅÒ ȬÖÉÅÒËÁÎÔȭȢȱ Zie 
de figuren hiernaast. De vervorming werd veel te sterk in zijn 
eerste poging. Bij de tweede poging introduceerde Escher 
gekromde lijnen. Alle lijnen snijden elkaar onder nagenoeg 
rechte hoeken, zoals in een normaal rooster, maar toch is het 
hele plaatje duidelijk vervormd. Wiskundig zeggen we dat de 
afbeelding conform moet zijn, de hoeken blijven na vervorming 
gelijk. In het onderste plaatje hiernaast is dit goed te zien. Dit 
concept bekijken we in een volgend hoofdstuk in meer detail. 
Gelukkig voor ons zijn de bouwtekeningen van Escher goed 
bewaard gebleven en het achterliggende rooster van de 
Prentententoonstelling is te zien in de figuur hiernaast. Het 
meest bijzondere aan dit  rooster is dat het volledig met de hand 
gemaakt is.  Vanaf het moment dat hij dit rooster had ontwikkeld 
hoefde Escher enkel nog de hokjes in te tekenen om van een 
normaal plaatje naar een vervormd plaatje te gaan. Escher 
maakte vier delen van een onvervormde versie van de 
Prentententoonstelling. Elk deel is 4 keer groter dan het andere. 
Deze studies moeten elkaar deels overlappen in het vervormde 
rooster. Elke studie tekende Escher hokje voor hokje in het vervormde rooster om zo De 
Prentententoonstelling te krijgen, een cyclische expansie zonder begin of eind. 
 

1.2 Het rooster nader bekeken 
Het rooster dat Escher heeft ontwikkeld geeft wiskundigen veel informatie over de 
achterliggende structuur. Het doel is om een formule te ontwikkelen die van een normaal recht 
rooster het vervormde rooster van Escher maakt.  
We maken vanaf nu onderscheid tussen twee werelden: de normale, rechte wereld met een 
ȬÒÅÃÈÔ ÒÏÏÓÔÅÒȭ en de vervormde ×ÅÒÅÌÄ ÍÅÔ ÅÅÎ Ȭ%ÓÃÈÅÒÒÏÏÓÔÅÒȭ, zie hieronder. 
 
  

Recht rooster voor normale, rechte wereld  Escherrooster voor vervormde wereld  
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We gaan twee wandelingen maken in beide roosters: één rond de witte vlek en één buiten de 
witte vlek. In de rechte wereld geldt dat als je 4 even grote stappen naar voren, naar rechts, naar 
achteren en naar links neemt je op exact hetzelfde punt terugkomt. We zeggen dat het pad 
gesloten is: het eindpunt valt samen met het beginpunt.  
 
Eerste wandeling:  om de witte vlek  
Kijk nu naar de bovenste figuur hiernaast. We lopen eerst 
het rondje met klok mee vanuit A: A-D-C-B-A. In het 
Escherrooster is het pad gesloten. Bij A is een klein rood 
vierkantje getekend, gaan we richting D zien we dat dit 
vierkantje 4 maal vergroot wordt. Zo ook van D naar C. Dit 
is de cyclische expansie van Escher. In de rechte wereld 
betekent dit dat de afstand van A naar D niet een vaste 
lengte heeft, maar onderweg steeds langer wordt. De 
stapgrootte van A-D is dus niet 1, maar 4. Zijde DC is 
daardoor ook 4 maal zo lang als zijde AD. Je loopt in de 
rechte wereld niet een rondje, maar in een spiraal, zie de 
tweede figuur. In de expansie is het eindpunt dus 
4x4x4x4=256 maal verder weg. Lopen we de wandeling in 
omgekeerde richting, maken we juist een verkleining mee.  
 
Het Droste -effect 
In het Escherrooster vallen het beginpunt en eindpunt wel 
samen, de man in de Prentententoonstelling ziet zichzelf in 
de schilderij terug, maar wel 256 maal verkleind. In de 
onvervormde versie van de Prententoonstelling zal dus 
een 256 verkleinde man te zien zijn.  Dit effect noemen we 
het Droste-effect, vernoemd naar de cacaopoeder 
producent Droste, nog steeds in de winkel te vinden. Op 
het pak zie je een vrouw met een pak Droste cacaopoeder 
in haar handen, waarop een vrouw staat afgebeeld met 
een pak Droste cacaopoeder, enzovoorts. Dit effect zie je 
ook terug in de afbeelding hieronder, echter is de 
verkleining zo sterk dat dat niet met blote oog te zien is.  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Als je 256 maal inzoomt rond het midden , zal je weer de man zien die kijkt naar de schilderij  

Een wandeling ABCDA in het Escherrooster is 
ÇÅÓÌÏÔÅÎ ȣ 

ȣ ÍÁÁÒ ÉÎ ÄÅ ÒÅÃÈÔÅ ×ÅÒÅÌÄ ÉÓ ÄÁÔ ÐÁÄ niet gesloten, 
maar een spiraal!  
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Tweede wandeling:  buiten de witte vlek  
We gaan nu een rondje maken buiten de witte vlek. Zie de figuur links. We beginnen in punt A en 
gaan lopen in een (vervormd) vierkantje van 5 bij 5 hokjes. We lopen eerst naar boven, de 
stapgroottes (afstand tussen de stippen) worden een beetje kleiner vanwege de cyclische 
expansie. Gaan we na vijf stappen naar links worden de stapjes echter weer groter. Uiteindelijk 
komen weer in het zelfde punt uit, zowel in de Escherwereld als in de normale wereld.  
 

 
 

Kijk nu naar de figuur rechts, we maken nu een wandeling van 7 bij 7 hokjes. Bij de derde bocht 
kom je een sterke afbuiging tegen. Hierdoor komen we nu aan de rand van het kleine witte 
vierkantje uit , bij punt !ȭ. In de normale wereld moet het rondje gesloten zijn, maar in de 
Escherwereld is deze niet gesloten. Punt A en punt !ȭ moeten hetzelfde zijn. Als Escher iets rond 
punt A tekent, zou je redeneren dat dit ook in punt !ȭ getekend moet worden. Maar in de 
originele prent zie je dit niet terug: punt !ȭ moet zich dus in de witte vlek bevinden!  
 
Wat betekent dit voor de andere objecten in de Prentententoonstelling? Zie de figuur onderaan 
deze pagina. De omlijsting van het schilderij heeft in de normale wereld 4 zijdes en vormt een 
gesloten pad. Maar in de prent zien we dat de vierde hoek niet is getekend, de bovenste rode 
rand sluit niet aan bij de lichtblauwe rand. De aansluiting vindt dus plaats in het witte gat, 
aangegeven met een kleine rode lijn. 
 
OPGAVE 1.1 
Ga zelf ook een aantal wandelingen uitproberen. Kies een punt op de zijde AB en zelf een 
stapgrootte. Ga na dat je soms weer terugkomt op je startpositie, en soms uitkomt langs het 
kleine witte vierkantje in het midden. Let op: in het midden wordt het heel klein, waardoor 
aflezen lastig wordt. 
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In de vorige opgave heb je zelf na kunnen gaan dat er vanuit elk punt op zijde AB een wandeling 
bestaat welke op de zijde !ȭ"ȭ uitkomt , dit  is in de figuur hieronder met een rode lijn aangegeven. 
Objecten die Escher tekent in de buurt van zijde AB moet ook, verkleind en geroteerd, getekend 
worden langs !ȭ"ȭ.  
 
OPGAVE 1.2 
Ga door meten na dat zijde !ȭ"ȭ ongeveer 22,5 keer kleiner is dan AB, en geroteerd is onder een 
hoek van ongeveer ρυχЈ rond het middelpunt van het witte vierkantje.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
We kunnen dit proces herhalen voor de andere zijdes BC, CD en DA. Wat blijkt is dat het vierkant 
ABCD zich in het kleinere vierkantje !ȭ"ȭ#ȭ$ȭ terecht komt. Alles wat zich binnen ABCD bevindt 
moet zich dan ook binnen !ȭ"ȭ#ȭ$ȭ bevinden. De prent zou dus in het midden een verkleinde én 
geroteerde versie van zichzelf bevatten.  
 
De bovenstaande bevindingen kunnen we als volgt samenvatten: 

- Het Escherrooster is een conform rooster, dat wilt zeggen dat de roosterlijnen elkaar 
loodrecht snijden. Dit volgt uit de quote van Bruno Ernst. 

- Een gesloten rondje rond het midden (de witte vlek) zorgt voor een vergroting in 
rechte wereld met factor 256. 

- De witte vlek bevat een verkleinde en verdraaide versie van de prent (ongeveer 
factor 22,5 kleiner en hoek van ongeveer 157°). 

 
Deze drie bevindingen hebben we alleen opgemerkt door goed te kijken naar het rooster van De 
Prentententoonstelling. Passen we dit toe op de prent zouden we een opgevulde versie kunnen 
maken. We hebben tot nu toe echter niets precies gedaan om dit netjes te doen. 
 
De vraag voor de rest van dit boekje luidt: hoe maken we vanuit een rechthoekig rooster een 
Escherrooster dat aan bovenstaande drie eisen voldoet?  
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2 Transformaties 
In het vorige hoofdstuk hebben we gezien dat het probleem met de witte vlek in De 
Prentententoonstelling op te lossen is als we een formule weten te construeren waarmee we van 
een ȬÎÏÒÍÁÌÅȭ ÁÆÂÅÅÌÄÉÎÇ ÎÁÁÒ ÅÅÎ ÖÅÒÖÏÒÍÄÅ ÁÆÂÅÅÌÄÉÎÇ kunnen gaan. Een dergelijke overgang 
noemen we een transformatie. Een alledaags voorbeeld is een spiegel. Kijk je in de spiegel zie je 
jezelf gespiegeld, links is vervangen door rechts en rechts vervangen door links. Maken we een 
kromming in de spiegel zoals de lachspiegels op de kermis, is jouw spiegelbeeld ook vervormd.  
Als je niet weet hoe je er uit ziet, maar wel precies weet hoe deze krommingen in de spiegel tot 
stand zijn gekomen kan je in principe van daar uit een rechte spiegelbeeld creëren, waaruit je 
kan herleiden hoe je er in werkelijkheid uit ziet. Dit is in principe wat we gaan doen met het 
Escherrooster. Om dit te doen hebben we een aantal nieuwe concepten nodig, in dit hoofdstuk 
maken we een begin met enkele transformaties. Daarvoor is het nodig om te kunnen wisselen 
tussen verschillende coördinatenstelsels. 
  

2.1 Coördinatenstelsels 
Om een plaatje te kunnen beschrijven moeten we eerst vastleggen hoe we elk punt aan kunnen 
wijzen. Dit doen we aan de hand van zijn coördinaten. Er zijn verschillende manieren om dat te 
doen, we geven hier twee voorbeelden van. Het meest gebruikte coördinatenstelsel is het 
zogeheten cartesisch rooster. Je bepaald de positie van een punt in het vlak aan de hand van de 
afstand tot twee op elkaar loodrecht staande assen (de x-as en de y-as). In de figuur hieronder zit 
punt A op afstand 2 naar rechts van de verticale as en 3 boven de horizontale as en heeft daarom 
coördinaten (2,3). Op soortgelijke manier geven we B de coördinaten (-3,2). Door met 
stippellijnen langs de assen horizontaal en verticaal te trekken verdeel je het hele vlak in een 
rooster. Daarom worden cartesische coördinaten ook wel roosterpunten genoemd. 

 

OPGAVE 2.1 

Geef de cartesische coördinaten van punt C en D, en die van de oorsprong. 
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Er is nog een andere manier om punten in het vlak aan te 
geven, namelijk met poolcoördinaten. We gebruiken hier weer 
de assen zoals in het cartesische rooster, met oorsprong, maar 
in plaats van aan te geven hoeveel naar rechts en hoeveel naar 
omhoog een punt zich van de oorsprong bevindt, bekijken we 
zijn afstand ὶ tot de oorsprong en de hoek — die de lijn tussen 
het punt en de oorsprong maakt met de horizontale as. De 
coördinaten worden genoteerd als ὶȟ—Ȣ Zie voorbeeld in de 
figuur hiernaast: punt P bevindt zich op een afstand 3 van de 
oorsprong en de lijn met de oorsprong maakt een hoek van 
30°. We noteren dit als (3, 30°).  
 
Maken we een heel rondje, een hoek van 360°, komen we op 
exact hetzelfde punt uit. Punt P heeft dan hoeken  30°, 390°, 
750° en zo kan je oneindig door gaan. Om één coördinaat aan 
punt P te geven spreken we daarom af dat we de hoeken 
waarden aannemen in het interval πЈȟσφπЈ. We beginnen de 
hoek bij 0° ten opzichte van de positieve kant van de 
horizontale as en wordt positief als we tegen de klok in de 
hoek laten toenemen. Daarom geven we punt Q in de figuur 
hiernaast een hoek van σσπЈ en niet σπЈȢ 
 
In de figuren hierboven hebben we nog steeds de 
getallenlijnen gebruikt zoals bij de cartesische coördinaten, maar het is niet goed af te lezen wat 
de poolcoördinaten zijn van de punten: je moet zelf de afstand tot de oorsprong moeten meten 
en de hoek met een geodriehoek bepalen. Daarom is het handiger om met een poolrooster te 
werken. Deze is verdeeld in cirkels en lijnen vanuit de oorsprong. De straal van de cirkels geven 
de afstand tot de oorsprong aan. De lijnen zijn de hoeken ten opzichte van de horizontale as. Zie 
de volgende opgave voor het verschil.  
 
OPGAVE 2.2 
Hieronder zie je twee figuren. Geef de poolcoördinaten van punten A en B. Voor A heb je een 
geodriehoek met hoeken nodig, B kan je vrijwel direct aflezen.  
 
 
 

 
 
  


































































